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سرود ملی 


دا وطن افعانستان دی 
کور د سولې کور د توري 
دا وطن د ټولو کور دی 
د پښتون او هزاره وو 
ورسره عرب» گوجر دي 
براهوي دي. قزلباش دي 
دا هیواد به تل خليري 
په سینه کې د اسیا به 
نوم د حق مو دی رهبر 


داعزت د هرافغان دی 
هر بجی یې قهرمان دی 
د بلوخود ازبک و 
د ترکمض ود تاحک و 
پامیریان. نورستانیان 
هم ایماق. هم پشه بان 
لکه لمر بر شنه آسمان 
لکه زره وي جاوی‌دان 
ویو ادته اکبر وایو lal‏ 
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š>‏ طبع. توزیع و فروش کتاب‌های درسی برای وزارت معارف جمهوری اسلامی افغانستان 
محفوظ است. خرید و فروش آن در بازار ممنوع بوده و با متخلفان برخورد قانونی صورت 
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پیام وزير معارف 
اقرا باسم ربک 
سپاس و حمد بی کران آفریدگار یکتایی را که بر ما هستی بخشید و مارا از نعمت بز رگ خواندن و نوشتن برخوردار ساخت» و 
درود بی‌پایان بر رسول خاتم- حضرت محمد مصطفی Ë‏ - که نخستین پیام الهی بر ایشان "خواندن " است. 
چنانچه بر همه گان هویداست» سال ۱۳۹۷ خورشیدی» به نام سال معارف مسمی گردید. بدین ملحوظ نظام تعلیم و تربیت 
در کشور عزیز ما شاهد تحولات و تغییرات بنیادینی در عرصه‌های مختلف خواهد بود؛ معلم» متعلم» کتاب» مکتب» اداره 
و شوراهای والدین» از عناصر شش گانه و اساسی نظام معارف افغانستان به شمار می‌روند که در توسعه و انکشاف آموزش 
و پرورش کشور نقش مهمی را ایفا می‌نمایند. درچنین برهه سرنوشت‌ساز» رهبری و خانواده بز رگ معارف افغانستان» 
متعهد به ایجاد تحول بنیادی در روند رشد و توسعه نظام معاصر تعلیم و تربیت کشور می‌باشد. 
از همین رو» اصلاح و انکشاف نصاب تعلیمی از اولویت‌های مهم وزارت معارف پنداشته می‌شود. در همین راستا؛ 
توجه به کیفیت» محتوا و فرایند توزیع کتاب‌های درسی در مکاتب» مدارس و سایر نهادهای تعلیمی دولتی و 
خصوصی در صدر برنامه‌های وزارت معارف قرار دارد. ما باور داریم» بدون داشتن کتاب درسی باکیفیت» به 
اهداف پایدار تعلیمی در کشور دست نخواهيم یافت. 
برای دستیابی به اهداف ذکرشده و نیل به یک نظام آموزشی کارآمد. از آمو زگاران و مدرسان دلسوز و مدیران 
فرهیخته به‌عنوان تربیت کننده گان نسل آینده» در سراسر کشور احترامانه تقاضا می گردد تا در روند آموزش این 
کتاب درسی و انتقال محتوای آن به فرزندان عزیز ماء از هر نوع تلاشی دریغ نورزیده و در تربیت و پرورش نسل 
فعال و آگاه با ارزش‌های دینی» ملی و تفکر انتقادی بکوشند. هر روز علاوه بر تجدید تعهد و حس مسؤولیت- 
پذیری» با این نیت تدریس را آغاز کنند» که در آینده نزدیک شا ک دان عزیزه شهروندان موثر» متمدن و معماران 
افغانستان توسعه‌یافته و شکوفا خواهند شد. 
همچنین از دانش آموزان خوب و دوست‌داشتنی به‌مثابه ارزشمندترین سرمایه‌های فردای کشور می‌خواهم تا از 
فرصت‌ها غافل نبوده و در کمال ادب. احترام و البته کنجکاوی علمی از درس معلمان گرامی استفاده بهتر کنند و 
خوشه‌چین دانش و علم استادان گرامی خود باشند. 
در پایان» از تمام کارشناسان آموزشی, دانشمندان تعلیم و تربیت و همکاران فنی بخش نصاب تعلیمی کشور که 
در تهیه و تدوین این کتاب درسی مجدانه شبانه روز تلاش نمودند ابراز قدردانی کرده و از بارگاه الهی برای آن‌ها 
در این راه مقدس و انسان‌ساز موفقیت استدعا دارم. 
باآرزوی دستیابی به یک نظام معارف معیاری و توسعه‌یافته» و نیل به یک افغانستان آباد و مترقی دارای شهروندان 
آزاد. آگاه و مرفه. 
دکتور محمد میرویس بلخی 


وزير معارف 
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فصل سوم: موارد استعمال مشتق 


خواص ليمت 


00 
(0.0) اشکال مهم )00 - 00( و‎ 
o0 0 A0 x 

اشکال مبهم 0, 0 , 1 

لیمت توابع مثلثاتی 

متمادیت توابع 

خواص توابع متمادی 

نکات مهم و تمرینات عمومی فصل اول 


مشتقات مرتبه بلند 
نکات مهم و تمرینات عمومی فصل دوم 


نقاط بحرانی یک تابع Maximum) sebel)‏ و (Minimum) s el‏ 
تعين ibi‏ انعطاف 

تحولات توابع درجه دوم 

مجانب‌های گراف els‏ 

گراف توابع هوم وگرافیک 

گراف تابع یک مجهولۀ درجه سوم 

قضیه 10116 

AE‏ هوپیتال 

تطبیق نقاط بحرانی 

نکات مهم و تمرینات عمومی فصل سوم 


۶۱-۲ 


۸۳-۲ 


فصل چهارم:اتیراله 


عنوان 


مجموع ریمان 

مفهوم انتیگرال 

نتیگرال غیرمعین 

خواص انتیگرال غیرمعین 

om نتیگرال‎ 

خواص انتیگرال معین 

قضایای اساسی مشتق و انتیگرال 

نتیگرال گیری به طریقة تعویض 

نتیگرال گیری به طريقة قسمی 

نکات مهم و تمرینات عمومی فصل چهارم 


فصل پنجم: مثتق و انتیگرال توبع لوكاريمي و اسپوننشیل 


مشتق ق تویع اکسپوننشیل و لوگاریتمی 


انتیگرال‌های توابع اکسپونتشیل 
انتیگرال‌های توابع ل وگاریتمی 
محاسبةٌ انتیگرال توسط کسور قسمی 


محاسبةٌ مساحت محصور شده توسط یک منحنی 
محاسبةٌ مساحت محصور شده توسط دو منحنی 
محاسبة حجم اجسام دورانی 

محاسبة طول قوس 

نکات مهم و تمرینات عمومی فصل ششم 


es‏ توزیع احتمال 

آزمایش برنولی و = دو جمله‌یی 
را 

توزیع نورمال 

مساحت تحت منحنی توزیع نورمال و استاندارد کردن OT‏ 
نمونه گیری 

توزیع اوسط نمونه 

425 ليمت م رکزی 

توزیع نمونة نسبت 

نکات مهم و تمرینات عمومی فصل هفتم 


فضای نمونهٌ گسسته و پیوسته 


حوادث هم‌چانس 

احتمال فضاهای پیوسته 

احتمال مشروط 

اصل حاصل ضرب 

استقلالیت حوادث اتفاقی 

نکات مهم و تمرینات عمومی فصل هشتم 


صفحه 
۱۳۳-۷۲ 


۱۷۳-۸ 


۱۹۹-۲ 


۳۰۱-۱ 


فصل اول 


CG 


— م‎ s 
r یک مستوی سه دایره‎ (O) از یک نقطۀ مستقر‎ 
| ۸ 2 ۲ 1 


مر تبه این عملبه را ادامه داده می‌توانید؟ D‏ == 


e 


n 
eë کک ر و 5ا‎ S کو‎ IN وا رای‎ a, = (1-7) 5 a, = (+J) ترادف‌های‎ 
زیر را انجام دهید:‎ 
موقعیت ,۵, 4*۰ راروی محور اعداد نشان دهید.‎ O 
قرار دارد؟‎ Tiya و ر#ه داخل و با خارج فاصله‎ a, آیا‎ e 
و 4 روی محور اعداد کجا است.‎ G, با توجه به مراحل فوق بگویید که موقعیت نقاط‎ ٩ 
به کدام قیمت نزدیک می‌شود.‎ ٩ و‎ ٩, n با گرفتن یک قیمت بز رگ‎ e 
از فعالیت فوق» نتیجة زیر را نوشته کرده می‌توانیم:‎ 
به قیمت 1 و همچنان از‎ G, در شکل زير دیده می‌شود که با ازدیاد 12 از طرف راست ترادف‎ 
نیز به قیمت 1 نزدیک می‌شود. یعنی:‎ ٩, طرف چپ ترادف‎ 
به عدد یک از طرف راست نزدیک می‌شود و‎ AS به بی‌نهایت تقرب‎ n وقتی که‎ a, ترادف‎ 


همچنان G,‏ وقتی که n‏ به بی‌نهایت تقرب کند. به عدد یک از طرف چپ نزدیک می‌شود. 


+ ۰ ° h * * * 


q وج و ج‎ > 1 a td, +- a 
برای اینکه مفهوم لیمت را خوب توضیح داده باشیم در مرحلۀ اول با توجه به گراف» چند ترادف‎ 


را تحت مطالعه قرار می‌دهیم: 


o, 


مثال: ترادف‌های داده شدۀ زیر برای بزرگ‌ترین قیمت(1 به کدام عدد تقرب می‌نماید. موضوع 
رابه شکل گرافیکی تشریح کنید در صورتی که: 


c, = ... (i) 


b. = ED ... (iD 


2n+3 


eO 


حل: می‌دانيم که برای قیمت‌های مختلف n‏ نمایش گرافیکی ترادف‌ها طور زیر می‌باشد: 


TERRE 
b, m s l , > 1 
u J Cg 

b, 
4 
| 
3 سیم‎ >n 
0 


0 41, Sa 
Ia o y 


reo 
S O 7 


4 
11 
4 


lL 


n 


a eT 
2 


—— eoo و‎ o o 


در گراف‌های فوق دیده می‌شود که با ازدیاد قیمت‌های 1 قیمت ترادف‌ها به یک عدد معین 


نزدیک و نزدیک تر می‌شود؛ مانند ترادف an‏ که به عدد (2) ترادف و به عدد (1) و ترادف c,‏ 


jl‏ جدول قیمت‌های ترادف به ملاحظه می‌رسد. در موجودیت لیمت. ترادف به یک قیمت معین 


ay‏ می شود که لیمت(11۳010) نامیده می‌شود. 


0 


n—1 ۹ -‏ .. # 
b, EE,‏ را در نظر می گیریم بنابرین داریم که: 


n ۱3۳۳ AG SG 77 8 9 10 11 
Ee 5 6 gS O NO 


b 0 

2 3 s” DT 

b, qea 

0 1 1 

2 

r از‎ ۲ 1 ۳ 
E و‎ SS o 1 Dn an ES s S) 
ای — ۰ 7 و‎ 


نهایت نزدیک شود؛ ترادف 7 به‌طرف صفر ترادف H‏ به‌طرف یک و ترادف (oœ) bas HI‏ 
نزیک می گردد. 
تقرب متحول: گفته می‌شود که متحول X‏ به عدد معین ۵ تقرب می کند در صورنی که x‏ 
حسب دلخوا به ۵ نزدیک شده بتواند؛ یعنی تفاوت بین × و 4 از هر عدد کوچکت(0< (ó‏ 
کوچکتر گردد» مفهوم فوق طور سمبولیک به عبارت‌های معادل زیر افاده می گردد. 
Vó>0:|x—a|<ó L x>a L |x-a|>- 0‏ 

تقرب متحول از راست( at‏ ×): یک ترادف متناقص به قیمت‌های ‏ است که به گونۀ 
تدریجی حسب دلخوا به a‏ نزدیک می‌شوند. چنانچه: 

x: و0401‎ a+0.01 و‎ a+0.001 , a+0.0001 , ... ج‎ a` 
ج ×): یک ترادف متزاید به قیمت‌های × است طوری که به گونة‎ a تقرب متحول از چپ(‎ 
نزدیک شوند» چنانچه:‎ a تدریجی حسب دلخوا به‎ 

x: a—0.1, a—0.01 و‎ a—0.001 , a—0.0001 , ... > a` 
به عدد 4 معادل است با تقرب از دو سمت(راست و چپ)؛ بعنی:‎ X بنابراین» تقرب متحول‎ 


x—a < (xx>a,x—>a) 


C) 


مثال: متحول × را به عدد 9 تقرب Cas‏ به عبارت دیگر مفهوم 9 را توضیح دهید. 


حل: 
x: 9.1 , 9.01 , 9.001 , 9.0001 , ... — ۳‏ 
x: 8.9 , 8.99 , 8.999 , 8.9999 |... — 9‏ 


تعریسف: هرگاه تابع f(x)‏ در یک انتروال باز که عدد a‏ شامل آن است. تعریف شده 
باشد(ولو که در a‏ غیر قابل تعریف باشد) و با تقرب متحول x‏ به ۰4 J (X)‏ حسب دلخواه به عدد 
1 نزدیکک شود گفته می‌شود که لیمت تابع (×) عبارت از / است زمانی که × به 4 تقرب کند 


و می‌نویسند که: MSOSI‏ يا رو 


۷ 0<ع‎ 3۵ <0 :|x-a|<ó => | f(x)-I|<e 
lim f(x) =I <> )۶- |۲0 ج<‎ | f(x)-1|— 0) 


x 


v. í 
NM 


در t‏ 27-()/ به صورت گرافیکی نشان دهید که اگر × به‌طرف عدد 3 تقرب SOVAS‏ 


به عدد 6 تقرب می کند. 


لیمت طرف راست و طرف چپ 
به شکل مقابل توجه نموده و بگویید که از کدام 


دو طرف به درخت نزدیک می‌شویید؟ 


2E 
بعضی از قيمت‌ها درج گردیده است:‎ × ۶1, fa) Í 
روم‎ 


۵ در جدول زیر برای تابع 


x | 0.98 | 0.99 | 0.999 | ? 1.001 | 1.01 | 1.02 
f(x) | 1.98 | 1.99 | 1.999 | ? 2.001 | 2.01 | 2.02 


< > 
۰ گراف تابع را رسم نمایید. 
۵ هرگاه x‏ به عدد (l)‏ تقرب f(x) AS‏ به کدام عدد تقرب می کند؟ 


از فعالیت فوق نتيجة زیر به دست می آید: 


لیمت طرف راست: تابع f(x)‏ در عدد a‏ دارای لیمت راست Skedi‏ براق ھر 0> ع. 
عدد کوچک 0 > ó‏ وجود داشته باشد طوری که xe(a,a+ó) > f(x)e (I -8 ,1 +E)‏ 
lim £ (¢) = lim feo) =1, 4‏ 


ليمت طرف چپ: تابع f(x)‏ در a‏ دارای ليمت چپ E S | ae J| I‏ 0< یک عدد 
0 > 6 وجود داشته باشد طوری که L- xe(a-óÓ,a) > f(x)e(L-E,l, +E)‏ 
lim G) = lim fO) -‏ 


تابع f(x)‏ وقتی که a‏ ج × دارای لیمت 7 می‌باشد؛ بعنی: 1= lim f(x)‏ به شرطی که: 
lim / (®) =1 = lim ۶(‏ 


C) 


2 


مثال: نشان دهید که 6 


lim f(x) = lim 2‏ است. 


x | 3.5 | 3.1 | 3.01 | 3.001 | ........ 3 0 
= lim =6 
f(x) | 6.5 | 6.1 | 6.01 | 6.001 | ........ 6 و و‎ 
x ا‎ 2 ۱ 2.9 | 2.99 | 2.999 | ........ 3َ . x -9 
= lim =6 
f(x) | 5.5 | 5.9 | 5.99 | 5.999 | ........ 6 وج‎ sss 


در بالا دیده می‌شود که لیمت‌های دست راست و دست چپ باهم مساوی اند» 


2 


—9 
x—3 x—3 as 


طربقةٌ دوم: فرض می کنیم برای عدد کوچک اختیاری 0< ۶ یک عدد 0< Ó‏ وجود داشته 
باشد» طوری که: 
ء >|-()| > |x-—a|<ó‏ : 0< 3۵ 0<ع ۷ 


x -9 (x—3)(x+3) 
x—3 x—3 
= تحت‎ 


|x—-3|<ó ج‎ 6| =| x+3-6|=|x-3|<€ 


s|- 


در رابطهٌ فوق دیده می‌شود که 6 با 6 رابطه دارد؛ یعنی اگر به € قیمت دهیم» ۵ قیمت می گیرد ۹ 


به Ó‏ قیمت دهیم. E‏ قیمت می گیرد؛ بنابرین تعریفی که برای لیمت موجود است صحت دارد؛ بعنی: 
2 


a E 
x—3 اک و‎ 


mam 


9- 
نشان دهید که تابع ۴-1 


f(x) =‏ وقتی که 2 ج × تقرب نماید» ليمت ندارد؟ 
Ü‏ 


0 


(Properties of limit) خواص‎ 


: 2 : 2 . Ta 
lim EX) limy lim در نقطة 1- ج × باهم مساوی اند يا‎ 
> اس ب‎ | 

خیر؟ 
r‏ 
ای 


برای اجرای این E‏ سوال‌های زیر را ارایه کنید: 

٩‏ اگر x‏ به عدد( 2) نزدیک شود لیمت تابع 2 +7 = f(x)‏ چند خواهد بود؟ 
° .£ × به 3 تقرب کند (3 + (X‏ لیمت تابع gx) =2x‏ را دریافت کنید. 
blim (+۱9 20 e‏ دریافت کنید. 


lim f(x) -lim g(x) ۰‏ را دریافت کنید. 


lim f(x)+lim g(x)‏ را دریافت کنید. 

از فعالیت فوق. نتیجة زیر را می‌توانیم به‌دست آوریم: 

اگر ۸ = () B ,lim‏ = (×) ع 111باشد: 

1) lim Kf(x) = K lim f(x) = KA g 1 

2) lim[/ 00+ [()ع‎ - lim feo) + سنا‎ g(x) = A+ B 
3) lim[ (۰ سنا( ۶ ها [(د)ی‎ ga) = ۸ 


4 تس‎ = — F , limg(x) = #0 
2)( | limg&) DB ۳ 


5) lim 4y fœ = flim fx) =VA, lim fe) = A20 

از جمله خواص فوق تنها سه خاصیت را ثبوت می‌نماييم و خواص متباقی را به شکل کارخانه گی به 
شا گردان می گذاریم. 

توابع بی‌نهایست کوچسکت: تابع (x)‏ در a‏ ج × بی‌نهایت کوچک نامیده می‌شود هرگاه 


lime(x)= 0‏ باشد: 


KSEE 


f‏ "سین 


1- برای اینکه lim f(x) =b‏ باشدء لازم و کافی است که f (x)‏ به JS‏ مجموع عدد ثابت 2 و تابع 
بی‌نهایت EX) eS>‏ در 4 ج × ارائه شده بتواند؛ یعنی: 


f(x) 2+ ۶0( 


lime(x)=0 


| I OL 
مجموع توابع بی-‎ im e اکر (2)۶ بر ۸ ییا را‎ 2 
مج«‎ e(x) 
نهایت کوچک. باز هم یک تابع بی‌نهایت کوچک است.‎ 
حاصل ضرب توابع بی‌نهایت کوچک. یک تابع بی‌نهایت کوچک می‌باشد.‎ -3 
تابعی باشد که لمت آن صفر شده نتواند» پس‎ eS هرگاه ()2 بی‌نهایت‎ 4 
elx) 
مثال:‎ 
lim(x” -9( = 0 بی‌نهایت کوچک است؛ زیرا:‎ X—3 در‎ s(x) =x2—9 تابع‎ (I 


v(x) =‏ یک تابع بی‌نهایت کوچک است. 


dI‏ تابع =0 در ٥‏ ج × بی‌نهایت کوچک می‌باشد. 


lime(x) = m: =0 
مر‎ x50 2X 


سؤال‌ها: با استفاده از خواص قبلی حل کنید. 
mj‏ > 2 < 1 من - lim (2x =i) = lim 2x? -lim1 =2limx°‏ )1 
lim(x— = n Um UD (4 26‏ )2 


وا Mam‏ وس 


3) lim — : = = 
x>0 x+] limx+liml 0+1 


از حل سؤال‌های فوق سه خاصیت لیمیت را به طور زیر بیان و ثبوت می‌نمایيم: 
1- لیمیت حاصل جمع چند تابع مساوی است با مجموع لیمیت‌های توابع مذ کور؛ یعنی اگر S0)‏ و 
x.)‏ 7 توابع باشند» پس داریم: 
lim [f@)+ f(x;)]=lim f(x) + lim f(x)‏ 
ثبوت: اگر lim f(x») DS lim f(x) =b,‏ باشد؛ پس داریم که: 
lim [f/(x) + f(x;)]=b +b,‏ 
f(x) =D +e, ... I‏ 


J(x,) =b,+ë€ A >f) f) < ) +E (t(D, +8,)=b +b, +(e, (ر6 ط‎ 


O 


چون EE)‏ 6) مجموعه و تفاضل دو تابع بی‌نهایت کوچک است و می‌دانيم که مجموع و تفاضل دو 
تابع بی‌نهایت کوچک باز هم یک تابع بی‌نهایت کوچک است؛ پس لیمت OT‏ صفر می‌باشد. 
lim ] (+ f@)]=b, +b, = lim fœ) + lim f(x)‏ 
2- لیمت حاصل ضرب دو و یا چند تابع مساوی است با حاصل ضرب لیمت‌های هر یک آن‌ها: 
ثبوت: 
lim fœ) -lim fœ) =b: b,‏ > |[ (و) £ lim [f(0‏ 
fGe=( ab +a)‏ | 
+b, ‘€, +b, 8) +E, E‏ و f(x): f(x.) =b-‏ 
چون ,۶ و ,6 اعداد بی‌نهایت کوچک ولی مثبت اند حاصل ضرب آنها نیز یک تابع بی‌نهایت کوچک 
است و لیمت آن صفر می‌باشد؛ یعنی: E + 5,۰ €, e sama‏ 9 + ۵۰۶ به طرف صفر تقرب می کند. 
lim [/(x): f(x)]= b, b,‏ 


J -3‏ حاصل تقسیم دوتابع عبارت است از نسبت لیمت‌های هریک از توابع: 
lim f(x)‏ 
lim f(x) = x—a 2E b,‏ 


= ; x)=b, #0 
ego lmg >, ° EOT 


JG) _ Ore‏ و ra‏ < () ز 
g(x)=b, +e, g(x) +6‏ 


از هر دو طرف مساوات بالا را تفریق م‌کنيم: 
b 5 b +ë, _ 0, A b (b, +ë) —b,(b; + €2)‏ _ () 7[ 
g(x) b, b,+e, b, b (b, + €2)‏ 
b,b, + D€, = bb -b,£ _ b,£, —b8,‏ _ 
bb +é) b+)‏ 
وق + JG) _ bE D82 "1 b, _ D28, -b£ + bib,‏ 
g(x) b,(b,+&,) b, b,(b, +€»)‏ 
b,(b +€) _ bi +ë, ۳ JO)_ bte‏ _ 
وه + را b,(b,+8,) b,+e, g(x)‏ 


9 


چون ,8 و ,8 اعداد بی‌نهایت کوچک ولی مثبت اند و اگر a‏ ج × تقرب کند» حاصل تقسیم آنها باز 
هم کوچک می گردد بنابرین لیمت آن صفر می گردد: 
O‏ 
g(x) limga) b,‏ 
4223 ساندویچ: ه رگاه توابع g(x), f(x)‏ و h(x)‏ برای هر × از یک انتروال باز که عدد 4 را در بر 
دارد (ولو برای (x= a‏ شرط JG) S g(x) S‏ راصدق کنسد در صسوری که 
lim f(x) =J= lim h(x)‏ باشد؛ lim g(x) =b‏ ات 


2 2 
مثال: اگر u(x)‏ تابع دارای خاصیت( +1 > SUG)‏ سم -1) باشد limu(x)‏ را مشخص کنید؟ 


x £ e. $ w 9 x° " ۰‏ ۰ 
حل: واضح دیده E S‏ ۰ بنا بر قضیه ساندویچ 1= limu(x)‏ 
ا 
قضیه: اگر f(x)‏ و (×)ع توابع و همچنان f (X) S g(x)‏ باشد پس در صورت بودن لیمت» لیمت OT‏ 
lim f (x) < lim g(x)‏ ات 


15x +4 15-4 
× <1 (٭) را در نظر می گیریم؛ واضح است که برای‎ = -2 AE ۳ TE مثال: : توابع‎ 
است.‎ f (x) > g(x) 
حل:‎ 
157-4 15 
lim HOS jis و‎ 
17 ) x>» Sx+6 5 
15x+4 15 
lim x) = lim —=3 
i x>% 5x—6 5 
m. 
تمرین‎ 
شده دریافت کنید؟‎ oala لیمیت توابع زیر را در صورت موجودیت در نقاط‎ 1 
2 
1) lim6x? - 2 + 5x +3 2) lim x - 27-5 3) li فص‎ 
=; x——1 x— x 
Sy +۲ ۱ 2x 
0! سپ‎ 5) lim Nx -2 6 ولا‎ 
x>0 )2۶-5(-9 ) x>2 ) اج‎ x” —4x+1 


O 


لیمت توابع نسبتی 
آیا می‌دانید رابطه‌های مقابل به چه نامی یاد 


cO = 
7 می گردند؟‎ 
OO 


"“ 


wi 


© ليمت تابع 1- *  -‏ را دریافت کنید زمانی که 2- ج × قرت کد 


2 
> 
i °‏ << بر را دریافت کنید زمانی که ]+ X—‏ تقرب AS‏ 
p=‏ 
2 
2 
° لمت تا س رااد, ا اکن ا کہ له جر کن کال 
y 705 È 0‏ را دریاف سید eO‏ => — 


از فعالیت فوق نتيجة زیر را می توان نوشت: 
- لیمت بعضی توابع به طور مستقیم از وضع نمودن قیمت به دست می آید. 
œ 0‏ 
- توانی که اشکا ها (ee sess.‏ و تاه E‏ 
توابعی ل مبهم 7 را به خود بگیرد بعد از رفع شکل 


0 
1- شکل مبهم م: 
فعالبت 
ای gg‏ 
x -1‏ 


° لیمیت تابع fo)‏ وقتی که 1ج × کند چه نوع شکل از ابهام را دارد؟ 
۰ اگر 1= × باشد آیا تابع f (z)‏ را طوری ساده ساخته می‌توانيم که تابع یک قیمت معین را به 
خود اختیار کند. 


نتیحۀ فعالیت بالا را این‌طور بیان می کنیم: 


TO : €‏ ! 
اگر یک تابع شکل مبهم بت ری e oe‏ درل یعاس 


ابتدا تابع را تجزیه می کنیم» بعد آن را ساده می‌سازیم عامل ابهام(فکتور خبیثه) آن‌را از بین می‌بریم 


و سپس قیمتی را که متحول به آن تقرب می‌نماید وضع می‌نماييم قیمت تابع بدست می آید. 


مثال ها: لیمت‌های زیر را بدست آرید: 


2 2 
x 4 l ور‎ x - 648 ۱ سا رو‎ x 
x>-2 ×+ 2 x42 7 02 x>16 ۲-6 


2 D2 
D lim 2 a (2) 0 
ور 2ج‎ 2 SPA 0 


0 


می آوریم 

OCCT La as s s 

(x + 2) x——2‏ جر 

2 e 

3 Jim 6+6 _2 12+8 0 

0 2-2 مسر 2 

E 2 OE =.‏ 
حل: مثال دوم هم شکل را عرص بسن —lim-— = limx-4)=2-4=-2‏ 
P‏ 3 

x>l6 y—]16 0 


0 , 
حل: در مثال دیده می‌شود که لیمت شکل مبهم م را دارا است؛ پس برای ساده کردن آن 
صورت و مخرج را درمزدوج صورت ضرب می‌نمایيم. 


. NX-4 بر 4+ رل‎ (x -16( ; 1 1 
= lim ۰ = lim = lim z 
ı516 x-16 lx +4 z*6(x-—16(V/x+4) = .Jx+4 8 


> 
Ena 
5 
1) lim an 2) Z 3) lim = =? 
روز‎ U Y T — x—1 x 1 x>4 ود‎ 2 
2x $ 1 E 
4) im% + 5-7 5) lim و 3 فد‎ 
x—2 s= 9) x—>0 X 


s sas سک‎ li 

OO 
آیا ليمت تابع مقابل را می‌توانيد تعیین‎ 
Q کی‎ 


° ليمت تابع شنز رادر مور فریاد  n‏ — کند. 
۰ لیمت تابع 27-4 - × = g(x)‏ را در صورتی دریافت نمایید که — × تقرب کند. 

۰ لیمت تابع ت = ر را در صورتی دریافت نمایید که 0 ج × تقرب کند. 

sn °‏ کے ج را 


g(x) 
fœ) 


° ليمت تابع را در صورتی دریافت نمایید که 0 — X‏ تقرب کند. 


gx 


نتیجۀ فعالیت فوق را به طور زیر مورد مطالعه قرار می‌دهیم: 


OO 
فتیجه: برای دریافت ليمت توابعی که شکل مبهم داشته باشند» این طور عمل می کنیم:‎ 
OO 
باشد» بعد از ساده ساختن لیمت آن به دست می آید.‎ 
اس‎ 


مثال 1 hos‏ را دریافت کنبد. 


حل: ابتدا شکل مبهم لیمت را تعیین می کنیم: = ] 


>= o0 
انه بزر گ‌تر ین توان × ته نمایم:‎ > i رادارد؛‎ — h ن لىمت‎ 
چون لیمت شکل — دارد؛ صورت و مخرج را به بز رگ‌ترین توان × تقسیم می‌نماییم‎ 


| 2 1 
A "= lS 
lim =lim—X = lim —*— 0 = = 
x>w 32 —2 و 2 ر3 ص‎ 1-2 gm) 
A E ni o0 


OO 
- ابه بلندترین توان × 5ھ‎ > Š س را دارد؛‎ i لیمت فوق‎ O >: 
حل: چون لیمت فوق شکل 7 را دارد صورت و مخرج کسر را به بلندترین توان × تقسیم می‎ 


نماییم. 
u j 1 2 1 0 1‏ زر 2 
ER OO‏ ۰ ۰ 
lim = lim = lim = = = =‏ 
sS ll 2 1 2 0 0‏ )2 1 م X2 x>‏ مج ور 
5 سا 
x 00 0‏ 


-1 
را‎ SU 
2-00 6 =). 
ب‎ Xl 00-1 œ 
[11 سس سح‎ = 
s یت‎ ea 


"a ۰ <Ç ERS ۰ x oo و‎ pet t . A 
حل: چون لیمت فوق شکل و وکر کر ي توان × تقسیم می-‎ 


نماییم. 
x . 1 ۳ o‏ 
2 2 7 
T ms = 0 Š‏ ب ji‏ ت lim — Jim‏ 
x>% y“ — 2 =e x 2 e 1-2 1-0 1‏ 
x x 9‏ 7 


یادداشت: توابعی که شکل مبهم = را دارند بدون اجرای عملیه می‌توانیم لیمت آنها را به‌دست 
OO‏ 


آوریم: 


© 


ax" + ax" +. +a, 
bx” Fox +. .+b, تلع‎ 


(x ج‎ co) کند‎ 


<() را در نظر بگیرید؛ اگسر ‏ به بی‌نهایست تقسرب 


. ۳ باشد لیمت تابع مذ کور عبارت است از‎ m=n i 


0 


2- اگر m<n‏ باشد لیمت تابع مذ کور عبارت از صفر است. 


مثال 4 لیمت‌های زیر را بدون اجرای عملیه به دست آورید. 


2 z -1 ( 2 
01 5x a - +x ۱ X +X 3) lim > 2 
m TS oo x 5 — x + 6-1 ۰ eall 
حل:‎ 
o بت‎ x< 6x 
lim = lim <-6 است؛ پس:‎ ۳ =۸ Jü در این‎ -1 
x  —xf+2x -3 مال را‎ 


SEO X FX 


2- دراد ین مثال m<n‏ است؛ پس: 0= lim Pan ETT‏ 
o 2‏ 
3- در این مثال ۸ m>‏ است؛ پس: = lim s.‏ 


شاگردان جواب سوال‌های داده شده را در خانه بعد از اجرای عملیه به دست آورند. 


A 
ei n 
قیمت لیمت‌های زیر را دریافت کنید:‎ 
4 2 
2) lim a +x+6 
s یز‎ X4 
3 2 
1 a OE 
4) ا‎ = 
۳ y 9ا‎ 


tx x19 


1) lim— 
x>% X° — X 


3) lim 
) x>w y + X2—x—5 


3 
E 
x> x+] 


اشکال مبهم )0-0( و )0-0( 


lim . 

x52 ور‎ 4 x -4 
3 Jy =4 

lim(x 9) E 


r 


g, 
۳ 4+1 مزدوج‎ ° 

۵ مزدوج 1- اہ را بنویسید. 

9 قیمت ليمت تابع 1 اہ - له () را دریافت کنید. در صورتی که 0 +× تقرب کند. 
٩‏ قیمت لیمت تابع (1+:1(6-:2)-() گر را دریافت کنید در حالی که هه S‏ تقرب کند. 
نتیجۀ فعالیت فوق را به طور زیر بیان می کنیم: 


برای دریافت ليمت توابعی که اشکال مبهم (co — co)‏ و co)‏ :0( را داشته باشند از مزدوج استفاده 


نموده و آنها را طوری ساده می‌نماييم که اشکال E‏ یاک را اختيارنمیندهبعد از آن لیمت آنها 
OO‏ 
را به دست می آوریم: 
مثال: قیمت لیمت‌های زیر را دریافت کنید: 
i 9 8x +10 l 1‏ 
lim 1 =?‏ )2 = — — 1139 (1 
TT P — e‏ 
8x +10 9 8۰1+10 9 18‏ 9 
lim = = = co —co :1‏ 
حل 0 0 ا1 n E =i‏ 


چون J‏ — فوق شکل (co — co)‏ را دارد؛ می توانیم بنویسیم: 

99-8-10 . x-l 
2 =l 2 

x—1 x =| الو‎ se = 


: 2-1 1 1 1 
1m = Im = 
(1+)(1-ر) اج‎ s io 


2 
0 


1 
1 1 1 


inn a حل 2 0 ۷ لو‎ 


۱ C 
2 -1 1 x—1 : 1 1 
117 — = lim = lim = 
>l x +2x-3 >l (x-1)\(x+3) x ×x+3 4 


mua a 


n‏ لیمت‌های زیر را C eb‏ کت 


1) lim(/x+1—/ x) 2) r s l 0 
— لاس‎ ۱ =s 

3) lim(x° - 82 ( 4) im (¢ چل ود‎ 
0ج ور‎ x—5 x—5 


5) lim(Vx+ a (عدلد-‎ 


اشکال مبهم e O‏ | 
JS‏ مبهم لیمت مقابل را تعیین نمایید؟ 


1 
11۳001 + sin x)* =? 


x—0 


° لیمت تابعم " < نز را در صورتی دریابید که 0 — S x‏ 
1 
° ليمت تابع y = (I + x)”‏ را در صورتی دریاید. X — aS‏ کند. 


۵ به کمک کدام عملیه می‌توانیم ابهام اشکال مبهم "۰0,0 و ”1 رااز بین ببریم. 
نتيجه فعالیت فوق را به طور ذیل بیان می‌نماییم: 
هرگاه یک تابع یکی از اشکال مبهم فوق را اختیار نماید می توانیم آنرا با استفاده از لوگاریتم طبیعی به 
شکل 0۰*0 تبدیل کنیم؛ یعنی: 

lim(f ک(()‎ => In(lim fœ) = limn fœ) = limfe In fœ] 
| ۱ ۱ بادداشت:‎ 


آ- ھر گاه 0 — ۸ تقرب نماید ترادوف لب - a,‏ به 2.71828182 e=‏ تقرب ميکند. 
11 


lL =ë 
n 


00ج( ]1 
به جدول زیر نگاه کنید: 

n i k ر‎ 

n n n 
1 1 2 2 
2 0.5 1.5 225 
5 0.2 27 2.48832 
10 0.1 1.1 2.59374246 
100 0.01 1.01 2.704813829 
1000 0.001 1.001 2.716923932 
10000 0.0001 1.0001 2.718145926 
100000 0.00001 1.00001 2.718268237 
1000000 0.000001 1.000001 2.718280469 
1000000000 10° 1+10 ° 2.718281828 


C 


ll a R E 
n 


n> 
ass s 


-II‏ لیمت‌های زیر را دریاید. 


2( رش بل هن‎ “s 


x‏ 00ج )رز 


X 


aT 


x—0 X 


ثبوت: می‌دانيم که هر 4 سؤال فوق JS‏ مبهم 1 را دارد: 


1 


= ج 0ج 0 , تسیر‎ x>w ج‎ lim( +a)" = lim(1 + Û)" =e 
x و جي‎ x 


x> > u—0 


۳ 


u—0 > x> 


ap 


|1 In(1 + » = n + J 
x x40 


1 1 
۵ ۵ ۸0 کک اوو ۰ ص کک << , 
u x‏ 


1/00 


1 
lim(1+ x)“ |= In lim H - 10۵-1 
ارو‎ u 


lim(1+ x)" 


a ۵ < ...‏ نام Eulersue‏ یاد 


1 
۱ lim(1 +a)” =e 


3 imt] 


x—0 X 


1) L 
@% 


D ima ر(‎ 
X— X 


ad a 
u=— > x=— , 
x u 


lim +u) TE im a+. 


9 


1 
x=— — u= 
u 


aea m. 
TET = lim T =e 
u—0 | X 


Indl + x) 


3) lim = lim 
x—0 x x—0 

In 

In 


4) y=e@e@—-1 > e@=l+y = x=ln(l+y) 


wam amis e !‏ "` — و 
salty) p Paty)‏ زر +لما سر x‏ = 
y y>0 y‏ 


1 1 1 1 
= = و‎ ۳ S تج = 0 ب‎ 
lim- 1n(l +) ae nE > 
70 y u s, 
l l 1 
Inlim+ رد‎ Me 1 
X—o 5 


شکل عمومی مبهم 1 : هرگاه لیمت تابع اکسپوننشیل limfu,‏ شکل مبهم 1° به خود 
اختیار نماید» درین حالت O‏ 1- 1- ۵ را در نظر می‌گيریم: 


x > 


v 1‏ 
| مج ا limu” = lim|(1+u — DE ig‏ 
چون 21-1 0 است. اگر 1ج ا پس 0<- » تقرب می کند؛ در نتیجه: 


اس ٠‏ ل 
e‏ — | ”)4+ رن - lim luo]?‏ 


limu] = e , P=lim|(u-1| 
X40 X 


حل: نخست شکل مبهم لیمت را تعیین می‌نماییم؛ طوری که معلوم می‌شود شکل مبهم ”1را aeaa‏ 


از فورمول استفاده می‌نماییم: 
2 
S =‏ 1-1 
x‏ 


ET se." Em x0 غ‎ D =2 
r Se) X 


XxX—> 0 2 


lim(1 + 2y =d =g 
0 N 
j 
را به دست آورید.‎ lim(l+—) 2 مثال 2: قیمت ليمت‎ 
X—o ` 


x—5 
حل: نخست قیمت شکل مبهم لیمت را تعیین می‌نماييم: != * جوا‎ 


x40 


C?) 


طوری که معلوم می‌شود لیمت ذکر شده شکل مبهم ”1 را دارد؛ بنابرین از فورمول استفاده می‌نماييم: 


x-5 
lim(l + sg 
_ 35 
u=]+— , v= 
X 2 
— i 
= lim[v(u ۱((- lim 225 2-۱ |- تون -| اون‎ — 
x—o xo 2x 5 
i s 1 
lim(l + —) ? =e =e = Je 


1 
lim(cos x)" =? 3 مثال‎ 


حل: باز هم در مرحلۀ اول» شکل لیمت را تعیین می‌نماییم : lim(cos x)* a‏ 
همان طور که دیده می‌شود ليمت ذکر شده شکل مبهم 17 را دارد؛ بنابرین از فورمول استفاده می‌نماييم: 


1 
جح ۷ , 008۲ - 1 
1 


lim(cos x)* = e” 
x—0 


P =lim|y(u - 1۱([- lim (cosx -— 1 “Dn SE S 5 
x>a -<0| ۶ x—0 x x—0 x(cos x 2e 1) 
cos2x+cosx-—cosx-1l _ R cos? x — sin? x — cos? x 
x(cosx+1) x>0 x(cosx +1) 
-lim ےون‎ LO 
0 Xx 0009 +1 2 
1 
lim(cos x)* = z = = || کے‎ 
لیمت‌های زیر را محاسبه نمایید؟‎ 
1) lim(1 + Dy ۱ 
0ج زر‎ x41 Inx 
X + 3 x+2 : n? 
3) 11۳0) v 4) 1۳01+ i 
0ج زر‎ ۱ n> n 


1 


5) lim(cos 2x)" 


9 


لیمت توابع مثلثاتی 
Trigonometric functions Limit‏ 
اگر شعاع یک دایره» یک واحد طول باشد. دایرۂ 


مذ کور چه نوع دایره‌یی است؟ 


J. 
رارسم کنید.‎ 0 SG OT ° 
را رسم نمایید.‎ MB و عمود‎ CA به دایره مماس‎ C از ;42 خارجی‎ o 
رابه مرکز دایره وصل کنید.‎ C نقطهٌ‎ o 
واحد اندازه‌گیری قوس مقابل زاویۀ م رکزی را نشان دهید.‎ ۵ 
با استفاده از فعالیت فوق» قضية زیر را بیان و بوت می کنیم:‎ 


قضیه: ليمت نسبت ساین یک زاویه و خود زاویه مساوی با (1) است زمانی که زاویه به صفر 


. sin 

lim = 

0 0+0 
ثبوت: با در نظر داشت شکل زیر و با استفاده از مثلث های MOA‏ ۰ و قطاع OMA‏ 


تقرب نماید. 1 


مساحت‌ها را به دست می آوریم: 


7 
فا‎ ٠ — BM C 
OMA E a 4۰B TT _ PM ا‎ 
2 2 2 ~M 

1 
Wa وات‎ s 0r 
< c> 2 

T : T 0 

TENE x‏ 2 وسعت زاویه 0 را باید به رادیان به دست آوریم: 
گے = ۰46 .= ۰46 04.= مساحت مثلث COA‏ 


2 
به ا 


E s => sin0<0<tan0 => 1< G < l 
r r 5180 ۰ ۰.0 


n a R 
0 020 00 


04+40 
nj EL mis ima m Pia‏ 
می دایم = COS‏ و 1= am‏ ست؛ پس نظر به 25¿ n = EI‏ می یاس 
می‌دانيم که ساين هر زاوية اختباری بین (l)‏ و (1-) تحول دارد» بنابرآن: 
1< 9100 > 1 - 
l‏ ۳0 1 
0 0 0 
lim yT l‏ 
0 >0 0 مب 6 0 >0 
به اساس 4225 ساندویچ می‌توانیم بنویسیم: 
۲ 0= - و[ - 
B im 3 0‏ 
lim =0‏ 
0 مب 


در نتیجه گفته می‌توانیم که ليمت نسبت ساین زاویه و خود زاویه وقتی که زاویه به بی‌نهایت تقرب نماید» 


sin 2x 


x 
تقرب می کند.‎ 0 — Ü است» چون 0 ج × تقرب کرده.‎ x= حل: اگر اا‎ 
sina _ sing 
a G 
2 


بنابرین می‌توانیم s‏ که: 


از مساوات فوق به دست می آید: 


5 tan 2x مثال 2: ليمت‎ 


حل: 


lim‏ را دربانند. 
x40‏ ا 


sin 2x 5.2 SIn 2x 1022 
5tan2x _ cos2x _ 5 910 2x £ X 2 2x 
۳ TX 7xcos2x 7xcos2x 7cos2x 
im S2 
lim an 2x 1 10 2 10 
x>0 7x 7 limcos2x 7 
X= X 
است؛ پس:‎ 1- 00927 = 2sin’ x حل: می‌دانیم که‎ 
. 1—cos2x ,. 07 x 
lim = lim 
ابر‎ x x—0 x 
- مزا و‎ S msn, O | 030 
x40 x x—0 
tan 3x A 
ES e را‎ li 3 :4 مثال‎ 
i x>0 sın 5x 
حل:‎ 
رد‎ a 
sin 3x iF F 1 
lim an3x = lim cos3x = lim cos 3x S 3x و‎ ۳ 3 1 ts 3 


x>0 sin 5x x>0sin5x a sin5x 5x.. 105و‎ 51 5 
x—— lim 
52۲ x0 ۶ 


cos 4x — cos 6x 


RES را حساب‎ lim :5 مثال‎ 
š F : = 
است؛؟ پس:‎ cosa — cos p = 2sin & + int Á حل: می‌دانیم که‎ 
. 44+ 6 . 4-6 
- 2 0 sin 
lim — — 
x>0 X 
zne 2sin هب‎ P m 5 510 5x jasa sin x 

x—0 x x—0 5x x—0 x 


9 


اگر y‏ = ×5 با شد هر گاه 0< × u‏ 0 + ر می کند در این صورت داریم که: 


سس 


لیمت‌های زیر را محاسبه کنید؟ 


1 
3) im—— 
) x30 1 + tan x 


6) lim sin 5xcos3x 


9) lim(cos x + sin” x) 
x>l 


sin? x 


2) lim 


x—0 X 


tan 2x 


5) lim— 
x>0 sin 3x 


8) lim Vcos2x—-cosx+1 


0 


x 


jQ iB 
y—0 y x—0 


"a tan(2x —1) 


x0 4x? 1 


EIP متماد بت‎ 
Continuity of Functions 
TES به تصاویر دفت‎ 


پل اول و پل دوم باهم چه فرقی دارند؟ 


گراف‌های توابع اشکال مختلف دارند: بعضی از آنها به یک قلم رسم می‌شوند؛ یعنی بدون این که 
نوک قلم از روی کاغذ بلند شود توابع متصل يا متمادی رسم می‌شوند» اما بعضی از آنها به یک 
قلم رسم شده نمی توانند» یعنی در وقت رسم کردن گراف تابع نوک قلم یک و یا چند مرتبه از 
صفحۀ کاغذ بلند می‌شوده زیرا در یک قسمت گراف تابع قطع می گردد و دوباره به استقامت خود 
ادامه می‌یابد که این نوع توابع را غیر متصل يا غیر متمادی می‌نامند. 

q 

-Th 


۰ گراف تابع f(x) = x° + 4x‏ را رسم کنید. 
۰ ليمت تابع f(x)‏ را در iba‏ 1= × دربافت AS‏ 
* قیمت تابع f(x)‏ را در iba‏ 1= × بررسی و بعد هر دو رابطه را با هم مقایسه کنید؟ 
از نتیجۀ فعالیت فوق می‌توانیم بنویسیم که: 
تابع () < ر در نقطهٌ ۾ 7 متمادی گفته می‌شود زمانی که شرط‌های زیر تحقق یابد: 
1- 42 2 در ساحه تعریف f(x)‏ شامل باشد. 
2 تابع داده شده در نقطة 4 ليمت داشته باشد. 
- قیمت f(a)‏ باید با لیمت f(x)‏ مساوی باشد lim f (x)= f(a)‏ 


CJ 


مثال 1: olis‏ دهید که تابع 1- 2 + ex‏ (۲) گر در ف 2< 2 متمادی است. 


حل: چون ساحه تعریف تابع اعداد حقیقی است: 


1) 2e Dom f(x) = IR 
2) = 
a > lim f (x)= f(2)=7 


3) fQ)=2'+4-1=7 
بنابرین هر سه شرط متمادیت در تابع فوق صدق می کند و تابع داده شده» یک تابع متمادی است.‎ 


مثال 2 متمادیت تابع E‏ را در X= -1 ába‏ تحقیق کنبد: 
x +1‏ 


1) Dom f(x)=IR\{-t 


s‏ 8 رز 
0 ار 
جون 1 = × در ناحیه تعریف شامل نیست. تابع در ib‏ 1- = × متمادی نینست. 


2 
x - 2+1 ; > 2 ۴ 


k su (| 3 a‏ 2 ی داید 
X =2‏ 


lim f(x) = lim (x —3) =1 
li -ii T - rO 
lim f(x) = lim(2—2x+])=1 > lim f(x) = lim f(x) > lim f(x)= f2) 


در نتیجه گفته می‌توانیم که تابع فوق در نقطۀ داده شده 


۱ 
متمادی است که در شکل هم دیده می‌شود. 


C) 


2+1 : x21 
; مغال 4 متمادیت تا‎ 
1-۲ >1 J 


حل: 


w=]‏ اد نا | a= sys‏ کتید: 


lim f(x) = 1100 22 +1 < 3 

x—1° x—1* 3 ; 

=l all 

lim f(x) = lim1—x=9 A 
x—1] 


x—1 


در نتیجه» گفته می‌توانیم که تابع در نقطة فوق متمادی نیست. 


فتیجه: اگر تابع gA)‏ در =× و تابع SO)‏ در x= g(a)‏ متمادی باشد؛ پس تایع SEO‏ 
در ۵ = × نیز متمادی است؛؟ 

lim /(g(x)) = /(limg(o) = /(g(a) 

D lim(/(0)* limfa , aelR 

2) lima! ا‎ 

3) limlog, f(x) = log, (lim (0) 

4) limsin £ (0 = sin(lim /(>) 


2 
مثال5: اگر د ,7-3 باشد آیا تابع f(x)‏ در نقطة 3- X=‏ متمادی است؟ 
XT‏ 


حل: چون تابع در (3-) f‏ قابل تعریف نمی‌باشد تابع در نقطة 2-3 2 متمادی نیست. 


غیرمتماد یت: هرگاه تابع f(x)‏ در x=a‏ یکی از سه شرط متمادیت را نداشته باشد» می گوییم 

که f(x)‏ در 4 غیر متمادی است و 4 نقطة انفصال می‌باشد. انفصال سه نوع است: 

1- نوع اول: تابع f‏ در x=a‏ دارای لیمت‌های راست و چپ بوده ولی این ليمت‌ها مساوی با 
یکدیگر نمی‌باشند. 

2= نوع دوم: اگر دست کم یکی از لیمت‌ها(راست و چپ) وجود نداشته باشد. 

3- نوع سوم: در صورتی که تابع در یک نقطه دارای ليمت بوده» ولی در آن تعریف نشده 
باشد(فقط یک iba‏ خالی باشد). 


D, 


4 


بسازید. و سپس متمادیت آذرا نشان دهید. 


7 به توابع زیر دقت کنید و نشان دهید که آنها در نقاط داده شده متمادی اند یا غیرمتمادی: 


2 LO تنس‎ E 
a) fe) =x +5(x-2) ; x=3 b) 70 < m ; x=-1 
_ 8 - x ۰ =. = 1 ۰ = 
c) oT nE d) E DD 
د‎ 555 
بر‎ abs à > 
2) 0-1 x : 2۴9 هر یر ور‎ 
3 TT 2 +3 


٩‏ اگر 1- x‏ = (2)/ باشد» متمادیت تابع را تحقیق نمایید. 


٩‏ اگر g(x)=x+3‏ باشد متمادیت تابع را تحقیق کنید. 


6 متمادیت («)ع +( را تحقیق نمایید. 


نتیجۀ فعالیت فوق را به طور زیر بیان می‌نماییم: 


s. 


Ort 


اگر توابع g(x) sS)‏ در »  <‏ متمادی باشند؛ پس توابع زیر هر کدام در c‏ = × متمادی اند. 


l 
2 
3 


4 


J a) +ga)‏ جمع توابع 
800 -()7 تفریق توابع 
ga)‏ ۰( 7 ضرب توابع 


TD ; g(x)= O‏ تقسیم تواع. 


مثال1: اگر 3+ f(x)=x‏ و +3x-2‏ 7× = (×)ع باشد: 


g f “|‏ در نقطه 1= × متمادی است با نه؟ 
2 تحقیق کنید که: 


3 


الف) f(x) + g(x) = ) + g)(x)‏ است. 
fx): g(x)=(/ : o‏ در x=1‏ متمادی است یا غیرمتمادی؟ 
حل: ابتدا هر تابع را جدا گانه تحقیق می‌نماييم که متمادی است با خیر. 
Df(x) = IR‏ )1 
lim f(x) =lim(x° +3)=4‏ )2 
3)=4+ )=£ )3 
پس تابع f‏ در ibi‏ 1= × متمادی است. 
De(x)= IR‏ (1 
limg(x) =lim( +3x-2) =1 +3.1-2 22‏ )2 
3.1—2)=2+ )=£ )3 
به همین قسم تابع 8 در نقطة 1= × هم متمادی است. 
الف) 
1+ ور3 4 2 و3 + گر + 3+ a‏ (م)ع O‏ 
D(f (x) + s@)) = IR‏ )1 
lim(2x” +3x+1)=6‏ - [(د)ی + lim[ fœ‏ )2 
(D+) =(1+3+1+3-2)=6‏ )3 
lim[/()+ g(0]= fü) + g) =6‏ 
ا 2 2 = 1 32 Uter a‏ 


D) D + g)G)]= IR 
2) lim|( + g£)(0]= lim[2x? +3x+1]=6 


3) (f + 2X) = )2 +3x+)(l) =6 
lim[(/ + -[()(ع‎ (f + ()(ع‎ =6 


در نتیجه مجموع توابع متمادی در نقطه aS ue Ses ¿p= J|‏ 


C) 


f(x): g(x)=(x° +3)(  +3x-—2)=x +3x +x + 9-6 
1) D(f- g)G) = IR 
2) f:g)a = +3.1 +1 49۰1-6-8 


3) lim(/ ۰ ((ع‎ -8 
im ۰ ()(و‎ - (f g0 =8 


در نتیجه ضرب توابع متمادی در نقطۀ 1 - ۶ معا S‏ 


مثال 2 هر گاه =3x—2‏ (×)ع و۶۱1 fO)‏ باس تحقیق نمایید که f(x) g(x)‏ در x=2‏ 


متمادی است. 
حل: 
Dg(x)= IR 1) Df(x)=IR‏ )1 
limg(x)=3x-2=3-2-2=4 2) lim f (x) = lim +1) = 3‏ )2 
g(2)=3x-2=3-2-2=4 3) f(2)=x+1=3‏ )3 
lim g(x) = g(2) = 4 lim f(x) = f(2) =3‏ 


f(x): g(x) = (x +18x -2( = 3×7 -2x + 3× -2 = 3×7 +X -2 
D(f- (۵ = IR 
lim [()ع ۰(:) ار‎ = 3)4( + 2 - 2 -2 
)7۰()2( 2 304+ 2-2 =12 
lim[/ ()۰g(0]= )/۰۸()2( 22 
متمادی است.‎ f(x): g(x) در نتیجه به دست می آید که‎ 


2 


mam 


1-نشان دهید که در نقاط داده شده توابع متمادی اند. 


D /(x)= x°-—2(x+1 > XS? 
x +3 
2 = ; — 
x (x? — x+ 5)(x° + 2x) . 
ahoa- 2 El Ew 
LOrE 1 
غیرمتمادی است.‎ x = 0 در نقطة‎ 5 ` í Eo 
1 


تقرب متحول: به آن گفته می‌شود که متحول X‏ به عدد معین 4 تقرب می کند. در صورتی که 
× حسب دلخواه به 4 نزدیک شود؛ یعنی تفاوت بین × و 4 از هر عدد (Ó >0 )eS S‏ 
کوچک‌تر گردد. مفهوم فوق به طور سمبولیکک با عبارات معادل ذیل افاده می گردد: 
Vó>0:|x—a|]<ó L x>a L |x-a|> 0‏ 
تقرب متحول از راست( at‏ ج ×): اگر یک ترادف متناقص قیمت‌های X‏ وجود داشته باشد 
طوری که به É‏ $ تدریجی حسب دلخواه به 4 نزدیک شوند چنانچه: 
x: +0.1, +001 , +0001 , a+0.0001 , ... > a*‏ 
تقرب متحول از چپ( a‏ د ۲): در صورتی که ترادف متزاید قیمت‌های X‏ تعیین شده بتواند 
طوری که به گونة تدریجی حسب دلخوا به 4 نزدیک شوند» چنانچه: 
a—0.001 , a—0.0001 , ... > a`‏ و x: a—0.1, a—0.01‏ 
بنابرین» تقرب متحول X‏ به عدد a‏ معادل است با تقرب از دو سمت(راست و چپ)؛ یعنی: 
x—a < (x+جa ,x—a)‏ 
تعریسف: هرگاه تابع f(z)‏ در یک انتروال باز که عدد a‏ شامل آن است. تعریف شده 
باشد(ولو که در a‏ غیر قابل تعریف باشد) و با تقرب متحول x‏ به ۰4 f(x)‏ حسب دلخواه به 
عدد / نزدیک شود گفته می‌شود که ليمت تابع f(x)‏ عبارت از | است زمانی که x‏ به ۾ 


X> (21 


(7 
اعداد حقیقی باشند طوری که‎ M و‎ C,L خسواص لیمست: اگر و چ دو تابع و‎ 
باشد؛ می‌توانیم بنویسیم:‎ limg(x) =M و‎ lim f(x) 7 
1) lim(f@) + g (%)) = lim f(x) + lim g(x) Ta 
2) lim(/@)—g(x)) =lim f(x)-limg(x)=L-M 
3) lim(/()-g (X) =lim f(2)-limg()= L- M 


i 
A ی‎ 2 , ۶0 , (0 
>e g(x) limg() M 


5) limJf@) = fim )( = JL 


— کند و می‌نویسند که: L limf(x)=l‏ 


4) 


O 


توابع بی‌نهایست کوچسکت: (x) G‏ در a‏ ج × بی‌نهایت کوچک نامیده می‌شود هرگاه 


lime(x)=0‏ باشد. 


قضية ساندویچ: ه É‏ توابع g(x), f(x)‏ و h(x)‏ برای هر × از یک انتروال باز که عدد 4 رادر بر 
دارد (ولو برای g(x) S hG) b, (x= a‏ > () ز راصدق کند»درصورتی که 


lim f(x) = b=limh(x)‏ باشد؛ پس lim g(x) = b‏ است. 


اگر یک تابع شکل 2 را داشته باشد برای پیدا کردن لیمت آن ابدااعمذ کور را توسط 


> & ساده می‌سازیم و بعد آنرا به‌دست می آوریم. 
پر + .. + در + دوه 


É - j 
m 


f(x) =‏ وقتی که co‏ — × کند» عبارت است از: 


که m=n‏ باشد لیمت تابع مذ کور عبارت است از ۳ 
0 

2 اگر ۸> ” باشد. لیمت تابع مذ کور عبارت است از 0 

3 اگر m> n‏ باشد لیمت تابع مذ کور عبارت است از ۰0+ 


توابعی که اشکال مبهم (00-,00) و co)‏ :0( را داشته باشند» برای دریافت لیمت آنها از 
! = 0 90 
مزدوج استفاده می کنیم و آنها را طوری ساده می‌سازیم که اشکال مبهم م با _ 
اختیار نمایند و بعد لیمت آنها را به‌دست می آوریم. 
توابعی که شکل مبهم 1 را به خود اختیار کنند برای به‌دست آوردن لیمت آنها از 
k‏ 

فورمول limu) =e” , P=lim[v(u-D]‏ استفاده می‌نماييم. 
ليمت نسبت ساین یک زاویه و خود زاویه مساوی به (l)‏ است زمانی که زاویه به صفر 
Sin 0‏ . 

lim 

0-۲0 


تابع f(x)‏ در نقطه 4 < × متمادی گفته می‌شود وقتی که: 


تقرب نماید: 1= 


ába .1‏ »در ساحة تعریف f(x)‏ شامل باشد. 
2 تابع osla‏ شده ليمت داشته باشد. 
3 قیمت f(a)‏ باید با لیمت f(X)‏ مساوی باشد: lim f(x) = f(a)‏ 


D, 


تمرینات عمومی فصل اول 
به هر سوال چهار جواب داده شده است جواب درست را انتخاب کنید؟ 


3x - 10 x 


۱ -1 
x> T 
a) 2 b) -2 c) 1 d) 3 
Xe 0 ۲ 
رتیه‎ + x—2 
5 5 
a)-— b) = c)0 d)1 
) — ) — ) ) 
lim (2x + 0.3) -3 
a) 1 b) 3 c) 0 d) هیچ کدام‎ 
lim sin 3x 4 
x>0 tan 2x 
a)l b) 0 c) ۲ d) — 
. x-4 
۹۷9 > 
a)2 +42 b) 2 c) V2 d) 4 
lim 1—sin x 
+ 1+ cos2x 
a)1 b) ; c) ۱ d)4 
لیمت‌های زیر را دریابید؟‎ -7 
2 
Din = = 2) lim ول‎ + x 
x—3 2x2 +] جر‎ 
EA 6 4) ۱۱ O 
mion = x» x —3x+4 
2 3 و‎ 
5 lim 3 -2 6) |. a 18 
me il ۰ ۷ E O 
CG 
7) lim 2 2x-4 a 2 3x +2 
م ہے مد ی‎ — 2 x>2 x° + 3× -10 
12 2 
9) lim— E 
x>0 tan bx x>0 ۲ 


x+3 2 
+— ) 
x>-2 +2 x +2x 


2 2 
X x 


14) lim 
2x+2 


x—>+0 2x? =al 
AN. 
cosx — COS3x + Sin X 


16) lim o 


eia n 
x>0 x + SÎN 3x 

20) lim 2 ra 

EDD AA 


e 
22) lim— 
x>l SINT X 


a 
x50 4X + 4x 


رل لسن و2 


-1 بر - 1 اجد 


12) lim( 


2 ۳ 
ID tima 10 
x—>2 9 — x= 
sin(a + x) + sin(a — x) 


13) lim 
x>0 tan(a + x) + tan(a — x) 


. cosxsin x — tanx 
15) lim 5. 
x—0 X sinx 


۰ ۰ 7 
| im 2 0 a +SIn x 


x—0 X 


10۰ — 2 910 3xsin 2x 
x—0 xtan3x 

Sima gin 3(7 +u) 
u>0 sin 8(7 + u) 


2 
D 
x>% x“ —8x+5 
J 
25) lim? x+5 


P O 


فصل دوم 


©) 


a p -‏ — ت 


شتقات 


Derivatives 
n ASO تابع 1- = () را در نظر گرفته و ليمت‎ 
x>l x-1 l کسر مقابل را دریابید؟‎ 
یک خط مستقیم معلوم باشد میل آن از کدام رابطه‎ B(x,,y,) هرگاه دونقطه (,, ,4)7 و‎ ۵ 
به‌دست می آید.‎ 


9 آیامیل یک خط مستقیم در تمام نقاط آن ابت و مساوی است؟ و L,‏ با یک نقطة خاص 
ارتباط دارد؟ 

و آیامیل یک خط مستقیم با زاویه‌یی که مستقیم با جهت مثبت محور ‏ می‌سازد ارتباط دارد؟ 

e‏ آیا میل یک خط مستقیم و یک منحنی یکسان به‌دست می‌آید؟ 

از سوال‌های فوق معلوم می گردد که میل یک منحنی را به آسانی دریافت کرده نمی‌توانیم؛ زیرا 

خط منحنی در هر نقطه از مسیر خود» جهت خود را تغییر می‌دهد و در نقاط مختلف میل‌های 

مختلف دارد؛ از همین سبب. ابتدا میل یک خط منحنی را در یک iba‏ آن تعربف نموده و بعد 


جهت محاسبهةٌ آن» یک فورمول به‌دست می آوریم. 


zl 
مماس ۸ را رسم کنید.‎ P ikä قاطع ,۸ و در‎ R در نقطۂ‎ © 


C? 


e‏ اگر نقطة P.‏ بالای منحنی C‏ طوری حرکت نماید که به نقطۀ P‏ نزدیک شود در نتیجه خط 
i‏ فعالیت فوق را در زیر بیان می‌نماییم: 
منحنی C‏ مماس است. مساوی tan‏ زاوية >X‏ 


x‏ می‌سازد. 


مثال 1: میل مماس منحنی تابع ”× = f(x)‏ = ر را در ٨ )1,1( bä‏ به‌دست آرید. 

حل: چون میل منحنی با میل مماس در نقطةٌ P‏ باهم برابر است. پس میل این مماس را از فورمولی 
که دو نقطهُ OT‏ معلوم باشد دریافت کرده نمی‌توانیم ؛ زیرا در این جا تنها مختصات یک نقطه داده 
شده است. بنابرین می‌توانيم قیمت تخمینی میل این مماس را از میل قاطع که از نقاط P‏ و Q‏ 
می گذرد به‌دست آوریم در صورتی که 22 © به Pikë‏ نزدیک شود میل مماس PQ‏ + 2 


تقرب می کند که در جدول زير دیده می‌شود: 


۲ E a 

y 4 225 121 1.0201 1.002001 y, 
m pA 3 25 21 201 2001 

X, 7 


9001+ 1,۱۸ 21+ h) 
1. 


4P0, 


X‏ > ابص 


به طور عمومی» ابتدا مختصه‌بی را که به ikë‏ (1,1) نزدیکک است به ۸ +1 نشان داده می‌توانیم 
که h‏ یک عدد کوچک مثبت یا منفی است اما 0 ۸ می‌باشد؛ پس می‌توانیم بنویسیم: 


)1+1( = (1+ (۳ -1+ 21 + h? 


©) 


بنابرین نقطهُ +h’)‏ ,1+27 , +1) بالای منحنی واقع است. در نتیجه» میل خط مستقیمی که از 
نقاط P(,1)‏ و h)‏ + 2۸ +00+1,1 می گذرد عبارت است از: 


2 
وربور +۷۵2 +20 _ 1 ےر 
/ / 1-1 +1) 
و ی سس PO‏ در نقطۂ P(,1)‏ مماس 


این isles‏ لیمت برای ما این امکان را می‌دهد که میل منحنی تابع y = x°‏ را در یک نقطة 
اختیاری PCX, y)‏ به دست آوریم. هر گاه مختصات [x+ , )× + ۸(”[ ۰۵ ibi‏ باشد اگر میل 
PQ‏ را در نقطۂ P‏ به m‏ و میل مماس ,| + m,‏ نشان دهیم داریم که: 


x (x+ h)° — x° _ x7 +2xh+ h? — x2 ۳ 2xh + h° 
x+h-x h 
m, = lim(2x + h) = 2× 


پس به صورت عموم هرگاه نقاط Pix, fO]‏ و Q[x+ h , f(x+)]‏ دو ihi‏ کیفی منحنی 


مذ کور باشند. خارج قسمت پایین را که به‌نام خارج قسمت Newton‏ معروف است» می‌توانیم 


=2x+h 


EE 
f(x+h)- f(x) ل‎ rO 
x+h-x 


x+h)- f(x 7 ۳ 


مثال 2 میل منحنی تابع lO = s s.‏ را در نقطه P(2,0)‏ دریایید. 


و 
(2) 7 ا JG) im‏ سس 


Li h—0 


= lim 


Mr = 


= PË. 2 
tf) Y 2 2 


h—0 h 

۰ و‎ 4 0 0 Ea 
=|jim——=lim— = lim —— 
h—0 h h—0 h h—>0 h 
mnsa a n m. 

h— 0 h h—0 


©, 


تغییر اوسط يا تغییر متوسط 

هرگاه یک جسم بر روی یک خط مستقیم در حرکت باشد» طبیعی است که فاصلۀ طی شده تابع 
زمان است؛ بعنی: S= f(t)‏ 
() - (عل) [ 


خارج قسمت 
1 2 


در زمان 1 و t,‏ سرعت وسطی جسم نامیده می‌شود و سرعت در 
زمان 1 عبارت از ليمت OT‏ است که به‌نام سرعت لحظه‌یی یاد می گردد. 
در زمان 1 و 7 می‌توان لیمت رابطۀ فوق را چنین نوشت: 


00 -limt — So _ AS 
t>to ] - 0 E, At 


As _ ۶ -(و)‎ f@) 
At t, —_ t, 


مثال: تغیرات متوسط تابع y= fE) =x‏ را در انتروال ]2,5[ دریابید. 
حل: چون 2 = x,‏ و 5 = X,‏ است. نظر به تعریف می‌توانیم بنویسیم که: 
O‏ 


Ax x 92 و‎ 
— _ 25-4 21 و‎ 
A S= 2 3 


< 


R 
۲ ED لوا‎ 


میل منحنی را در نقاط خواسته شده دریایید. 


D =? , £ (x)=2x -4 , (O) 
23) 2-1, TT 
3 =, Fea ا 2) و 4+ور5-‎ 


2- تغییرات متوسط تابع TT‏ انتروال [2,4] دریایید؟ 


0 


h‏ مه مه 


مشتق یک تابع 


+۵ fG) ااا‎ 
ل‎ e e A 
Ax—0 Ax 


۳ 

و هرگاه تبع (د) = ر در انتروال P‏ متمادی باشد اگر متحول ۶ به اندازهٌ :۸ تزاید کند» 
آیا تزاید تابع به وجود می آید؟ در این صورت. رابطة تزاید متحول و تابع را بنویسید. 

° نسبت تزاید تابع بر تزاید متحول( ) را طوری بنویسید که در مساوات تغیر به وجود نید 

e‏ اگر از اطراف این ارتباط لیمت اخذ گردد و ×۸ به طرف صفر تقرب نماید این ليمت را به‌نام 
چه یاد می کنند؟ 


نتیجة فعالیت فوق را به طور زیر به دست آورده و بیان می‌نماييم: 
y=f(x)‏ 
y+Ay= f(x+Ax)‏ 
Ay = f(x+Ax)— y‏ 
Ay = f (x+Ax)- f(x) / + ۲‏ 
اا ا + _ رم 
Ax Ax‏ 
Ay _ Cta- f)‏ 
Ax‏ 


۸ 


y+Ay [x+ Ax) , f(x + Ax)| 


Ey) K 


a. | i Ax 
4 >x 
x x + Ax 
lim — 
۸۲0 Ax ۸0 


a sia 0۷ G ۱ aT INE 3 AA 
با ی و ا دهند.‎ x) که ان یه‎ AY na Jb تایه باد خی‎ 
s. OR e e می سر‎ 7 ° 
im ZZ _ 


aa a ` 


مثال 1: هر گاه تابع 27 = f(x)‏ باشد مشتق این تابع را دریابید. 


حل: با استفاده از تعریف مشتق می توانیم بنویسیم که: 


e. 


2 lim ££ xtA- رو‎ 201022 _ iy 2x+2Ax—2x 


Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax 
/ ۵= lim E > f'(x)=2 
را دریایید.‎ E x مشتق تابع‎ eon 2 مثال‎ 


حل: 

E ند‎ f(x) n (x+Ax -x ات‎ X +3x2Ax+ 3x(Ax)° + (Ax)? -x° 

Ax—0 Ax RA Ax 
= lim هه هب‎ a, +3x(0)+0? > ۶) قرو‎ 
مثال 3: مشتق تابع 0 < × اد‎ 
حل: قبل از حل» حالت 0 < × را در نظر می گیریم:‎ 
الف: هر گاه 0 < ×باشد» با استفاده از تعریف مشتق می‌توانیم بنویسیم که:‎ 
£ ' (x)= lim f(x+ Ax)—- f(x) = lim ۲ ۸۵۲ Vx - Jx 


Ax—0 Ax Ax—0 
صورت و مخرج را ضرب مرزدوج صورت موب‎ 
x + Ax -x)(x + Ax +.Íx) 
- Axx + Ax +x) 


E X+Ax—x "u 1 ا‎ 
e eT = 
۱ 1 ۳ E. 
7 مشتق‌پدیر‎ X= E. نمی‌باشد؛ ر بو‎ 


نیست» که در شکل دیده می‌شود؛ ر e‏ 

بزرگ شود میل مماس به صفر نزدیک می گردد و در ۱ 

1 : E ا‎ A 
ا0‎ > X man mau 5 a 
E o 


` 
o‏ 
مشتق توابع زیر را به کمک تعریف مشتق به‌دست آورید. 


DE COE 2) ک0‎ J G) = 2 t 


c€ 


در شکل مقابل چه می‌بینید» در مورد آن مباحثه 
نماید. ٠ R‏ 


a 

منحنی تابع f(x)‏ را طوری که در انتروال [a,b]‏ متمادی باشد در مستوی کمیات وضعیه رسم 
و نقاط (() ,مد و Q(x + ۸ , f(x + Ax))‏ را بالای آن انتخاب کنید. 

خط مستقیم ۸ را طوری رسم نمایید که از نقاط P‏ و Q‏ منحنی بگذرد. 

خط مستقیم ۸ با جهت مثبت محور ‏ چه نوع زاویه‌یی را تشکیل می‌دهد؟ 

نسبت س یا ط را ها چه یاد می کنند؟ 

ه رگاه Q ikä‏ به P ikä‏ بی‌نهایت نزدیک شود )0 ج (Ax‏ خط مستقیم À‏ به چه نوع خط 
مستقیم تبدیل می گردد؟ در شکل جدا گانه نشان دهید. 


T ~‏ در صورتی که 0 Ax—‏ کند. در نقطة ((×) P(xe, f‏ تحقیق نمایید. 


نتیجۀ فعالیت فوق را به طور زیر بیان می‌نماییم: / 
مشتق منحنی ا ا ۱ 
عبارت از میل مماس در این نقطه است؛ یعنی: ==<O(x, + Ax), f(x, + Ax)‏ 
Ay A‏ 
lim  - y'= tana = tan O =m,‏ و و جر 
Ax—>0 Ax‏ 7 
Nu b >.‏ + و۲ q Xo‏ 


عبارت دیگر» تانجانت زاویه‌یی است که مستقیم ۸ با جهت مثبت محور ‏ می‌سازد. 


D 


مثال1: میل و معادلهٌ مماسی را دریابید که با منحنی تابع 1- f(x)=2x‏ در نقطة (4)1,1 ترسیم 
E‏ 


حل: می دانیم که m = tana = f'(x)‏ است؛ پس می توانیم بنویسیم که: 


f(x) =2x° -1 
= T 32 2 2 3 
“s | E مات تا روز‎ sns i S 1) 
Ax—>0 Ax Ax—0 Ax Ax>0 Ax 
pm 22 AOR An + 6x(Ax)2 + (Ax)? =1 2r +1 _ pyy An[6x2 + 6xAx + 2(A2] 
g Ax—0 Ax Ten A 


= lim [6x + 6x(Ax) + (Ax) ]= 6x 
عبارت است از:‎ 4)1,1( iba از اینرو میل مماس در‎ 
m= f'(x) = f'A) = 6x” = 6-1 =6 
عبارت است از:‎ oT مماس‎ ihale پس‎ 
y> yı = 70 —x,) 
ر-1=6)x-1( رز ج‎ < 6-5 
را در نقطۂ 2 = ,× نشان دهید.‎ y = ×” +1 مثال 2 میل مماس تابع‎ 


حل: 
(Ay +1- 6 -1‏ + متد(2)۸6 + و )1+ s (x, + Ax) +1- (x?‏ 
Ax Ax—0 Ax‏ ۸-۲0 
lim Axo +(Ax)]_ lim[2x, +(Ax)] = 2x,‏ - 
Ax—0 Ax Ax—0‏ 


m= y'=2x 22 
y'=m=4 


مثال 3 مشتق تابع > j= (p=‏ را در X = Xo ába‏ و به‌طور خاص در X, = 2 ibi‏ دربایید. 


sm 1‏ ک3 
Ay 2x,Ax + (Ax)‏ 
Ay _ J (o + Ax)— f Go) mas‏ 
a)‏ رو a -o‏ 
Ay _ (xo + Ax) = Xo K Ax‏ 
Ax Ax‏ 
Ay‏ 
ا Ay _ x +2xAx + (Ax)? -x‏ 
Ax Ax‏ 


C) 


s=‏ از روش پیدا SS‏ لیمت استفاده می کنیم: 7 — lim = lim(2x, +Ax)‏ < (وم "۶ چون 


2 اتب a‏ 2= × مشتق اول تابع V f(x)‏ 


مساوی به 4 است. این بدین معنی است که 4 میل مستقیم در نقطة 2 = x,‏ است. 
مثال 4: POU‏ مشتق تابع f(x)= x°‏ ۳ دریایید. 
حل: 
Ay _ f(x, + Ax) — f (xo) Ay _ 3x0Ax + 3x (Ax) +(Ax)°‏ 
Ax Ax Ax Ax‏ 
Ay _ (xo t Ax) - xo Ay _ Ax|3x; + 3x Ax + (Ax*)]‏ 
Ax Ax Ax Ax‏ 
A‏ 3 = 2 2 3 
Ax Ax Ax‏ 


' ی‎ Ay _ : 7 J 
3 Oea ae +3x,Ax + (Ax) ] = 3x6 


شتو مشتق تابع f (x)‏ در iba‏ مد مساوی به I = s‏ است. 


مثال 5: در نقطة Xo‏ مشتق تابع += fœ)‏ را Fob ya‏ 


- 0 


تبوت. 
طراف رابطة فوق را تیم بر ÀX‏ می کنیم: Ay _ f(x + AO — f(x)‏ 
Ax Ax‏ 
S AV‏ رس تا 1 
M Ay _ X% + Ax)‏ 
Ax Ax‏ .> 
J (x) + Ay = EN _ Ax‏ 
Š Ay _ Xo (Xo + Ax)‏ ۱ 
Ay= < ls) Ax Ax‏ 
Xo + Ay _ — Ax 0 Ay =j‏ 
Ax na +A»)‏ ` ند s Ax‏ ا 
TA SO A Lii‏ 
lim = = lim ——‏ 
E an TTT‏ 
Xo (xo + Ax) P ٤ Fj -l‏ 
xo (x; + 0) 1‏ — 


1 e 
مساوی به —— 0 ا‎ Xo åbä در‎ f(x) مشتق تابع‎ S بنابرین‎ 


Xo 


C) 


malam 


1- مشتق توابع زیر را دریابید؟ 


am ama x. 


x 
توابع زیر را در نقاط داده شده پیدا کنید؟‎ seia —2 


DOOS A n E 2( Qos , اال‎ 


1 
2 


قوانین مشتق 
آیا می‌توان مشتق تابع مقابل را بدون طريقة تزاید 


J (x) = پیدا کرد؟‎ 


£ 
aoa wu y=a 

۵ متحول را به اندازة Ax‏ تزاید دهید» دربارة تزاید تابع چه فکر می کنید؟ 

۵ نسبت تزاید تابع و متحول را تشکیل دهید. 

۶ از اطراف مساوات فوق لیمت اخذآتقایید,طوری که 0< ۸ تقرب کند. 


نتيج فعالیت فوق را به طور زیر بیان می‌نماییم: 


هرگاه y=C‏ یک تابع ثابت باشد گراف آن یک خط افقی و میل آن صفر است؛ یعنی: میل 


مماس صفر بوده؛ که در حقیقت مشتق تابع ثابت صفر می‌باشد. 


ثبوت: 
Ay _ C-C‏ 0 - بز 
Ax Ax‏ 
بط AV O‏ > 
s m s‏ 


y'=0 


مثال: مشتق تابع “7 = ()[ و f(x)=100‏ را دریایید. 

حل: جون "7 و 100 عددهای ثابت اند: 
20( > 0(<2 7 
f@)=z* > ۵-0‏ 
0۵-0 > ۶0۵-100 


©, 


y+Ay=C 


۸ << 


2 مشتق یک تابح طاقت دار : 


تابع "× = ز را که 7 عدد طبیعی و 1< 7 باشد در نظر بگیرید. 
۵ متحول را به اندازة ×۸ تزاید دهید» آیا تابع نیز تزاید می‌نماید یا خیر؟ اگر می‌نماید به کدام اندازه؟ 
رابطة آن‌را بنویسید. 
٩‏ از این رابطه قیمت Ay‏ را دریافت و نسبت تزاید تابع و متحول را تشکیل دهید. 
۵ از اطراف مساوات فوق در صورتی لیمت بگیرید که 0 ج ×۸ کند. 
نتیجه فعالیت فوق را به طور زیر ثبوت می‌نماییم: 
ثبوت: 
۳ 
y+Ay=(x+Ax” = Ay=(x+Ax)' -y‏ 
Ay = (x + Ax)” — x"‏ 
Ay = (x + Ax - x)[(x + Ax)" + (x + Ax)" x+ (x + Ax)" X + ...+ x" 1]‏ 
Ay = Ax[( + Ax)" + (x + Ax)" x + (x + Ax)" x? +...+ x]‏ 


TA so: A TGC TA (n AS 1 nm 
Ax>0 Ax Ax—Ə0 Ax 

A : 

lim = lim [x TAY) را‎ aaa 
Ax>0 Ax AxƏ0 
p= x y I x”! ما‎ a 

n‏ دفعه ار 

y= nx”! 


مثال 1: مشتق تابع × = (×) را در نقطة ج = × دریاید. 


حل: 


OS O) => (s) S 


s r 

و O en‏ ۱ 
مشتق توابع زیر را دریابید؟ 

i) (۳ 2) ۱ = gt 3) t(x) = x° 

4) fx) = x° S 


توابع مشتق‌پذیر u‏ و ۷ را در نظر بگیرید: 
۰ آیا تابع y=u+v‏ هم مشتق‌پذیر است؟ 
° در تابع ۷+ 1= ر» a lj u‏ اندازهٌ Au‏ و v‏ را به اندازهُ ۸۷ تزاید دهید. در مورد تزاید تابع y‏ 
چه فکر می کنید؟ اندازه OT‏ را بنویسید؟ 
٩‏ ابتدا تزاید تابع را دریافت کرده و اطراف مساوات را به Ax‏ تقسیم کنید و سپس لیمت DOT‏ 
در صورتی دریایید که 0 ج Ax‏ کند. 
نتیجۀ فعالیت فوق را به طور زیر ثبوت می‌نماییم: 
ثبوت: 
y=u+v‏ 
y+Ay=u+Au+v+Ay‏ 


Ay=u+Au+v+Av—- y 
Ay=u+Au+v+Av-u-v 


Ay= Au+ Av 
Ay _ ۷ 
Ax Ax 


ins ss a 
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax 


Dn Pino Av, li A 
y'=u'+v' است؛‎ im < ۷ و‎ lm — =u' چون‎ 
Ax—>0 Ax Ax>0 Ax š 


4 مشتق حاصل تفر بق: 
اکر 0 پاش دی در 
ثبوت آن کارخانه گی شاگردان است. 


حل: دیده می‌شود که s u =2x‏ 1= ۷ است؟ پس: 


لذا: y'= (2x)+(])) > y'=2+0 = y'=2‏ > ۲ ۷ < بز 
مثال 2: مشتق تابع 5 +37 - ”×4 = ر را دریابید. 
حل: در این تابع v=3x, u=4x‏ و 5=« است که u'=8x‏ , 3=" و 0 =۷ می‌باشد؛ بنابرین: 


y'=u'+v'+w' 
y'= (4x°)' — (3x)+(5)' 
y'=8&x—3 
مثال 3 مشتق توابع زیر را دریابید.‎ 
1) y=12x-7 2) f(x)=9x —12x+4 3) f(x)=6x - 2 +6x—1 
y'=(12x)'-(7)' f'(x) = (9x) -02x) +4)" 0۵ = (62°) -2x (+)6۵(-0( 
y'=12 [ )( 2187 -2 f'(x) 2187 - 4+ 6 


اگر توابع ۸ و ۷ مشتق‌پذیر باشنده پس ۰۷ هم مشتق‌پذیر است ازین‌رو تابع 1⁄0۷ = Y‏ را در نظر بگیرید. 
° در تابع فوق ا را به اندازۀ Au‏ ۰ را به اندازه Av‏ تزاید دهید و تزاید تابع را دریابید. 
۵ بعد از پیدا کردن تزاید تابع یعنی Ay‏ اطراف مساوات را به Ax‏ تقسیم نمایید. 
° از رابطةٌ فوق در صورتی ليمت بگیرید که 0ج ۸۵ کند. 
نتیجۀ فعالیت فوق را به‌طور زیر ثبوت می‌نماییم: 
ثبوت: 
y=u:v‏ 
y+Ay=(u+Au)(v+Av) > Ay= (u + Au)(v + Av)- y‏ 
Ay =u: v+u: Av +v: Au +Au I Av-u:v‏ 


Ay u:A^Av+v:Au + Av Au Av Av 

A =‏ -- مد .رح تحت 

Ax Ax Ax Ax 
i u را‎ Su 


Ax—>0 Ax Ax—>0 Ax Ax>0 Ax Ax—>0 Ax—>0 Ax 
y'=v:u'+u-v'+0:v' 


y'=u'v+v'u 


مثال 1: مشتق تابع (3- ES‏ را دریایید. 
حل: می‌دانیم که تابع شکل =u: v‏ را دارد که در این‌صورت Y'SU'VEV'U‏ می‌شود. 
y'=u'v+v'u‏ 
u3 PEE)‏ > = 
= 
v=x -3 = v=2x y'=3x (x? —3) + 2x(x°)‏ 


y'=3xt -9x + 2× =5x* - 9 


مثال 2: مشتق تابع (1- ×5) = ر را دریابید. 


حل: تابع زرا می‌توانیم به شکل ضرب دو فکتور بنویسیم: 
y=(5x—-1]) = )5×-1(6×-1(‏ 
y'=u'v+v'u‏ 
y'=5(Sx-—1)+5(Sx-1)‏ = 
y'=25x—5+25x—5=50x-10‏ 


1 < 5-1 - 125 
۷ < 5-1 > v'=5 


y 
= AA u ۳ 
— ت ۱ راخ رد وه‎ 
تزاید دهید و در تابع “= ر تراید  را دریابید.‎ Av, Au »و ۷ رابه ترتیب به اندازۀ‎ ۵ 
y 


۰ اطراف مساوات را به Ax‏ تقسیم نمایید. 
۵ از اطراف رابطهٌ فوق لیمیت اخذ نمایید در صورتی که 0 ج Ax‏ کند. 


نتیجة فعالیت فوق را به طور زیر ثبوت می‌نماييم: 


- 0 


= 5 
u u + Au u + ۸ 
J < > ۱۲ ۷ — — ۸ — 
v v+ Av v+ Av 
X _u+^u u  uv+v:^Au-uv-u:^v 
v+åv v v(v + Av) 
(۷۰۸۵۸ Av 
v(v + Av) 
EA n n ` 
Ay _ v(v+Ay) TT 
Ax Ax v(v+ Av) 
Au Av ... A Av 
. C هه‎ 
lim — = lim(——— = : 
Ax>0 Ay Ax—>0 v(v تا‎ Av) y: lim(y F Av) 
,_ UY — Vu 
v 
2+ 
مثال 1: مشتن تام 12 < 1 را دریابید.‎ 
1 - 2 
حل:دیده می‌شود که تابع شکل = را دارد که مشتق آن عبارت است از:‎ 
u ,„_u'v-v'u 
EF SV 2 
u < 2+ م3‎ —u'=3 ,_ 3(1-2x)-[-2(2 + 3x)] 
Gg == = 
ص ص 2 اا‎ 2 )1-2×( 
_3-6x+4+6x _ 7 
a COZY 
بادداشت‎ 


هرگاه بخواهيم مشتق یک تابع را در یک ikä‏ مشخص مانند ,× دریافت نماییم» بعد از دریافت 
مشتو تابع داده شده 2 قمت نفطه مخ مشخصه را در OT‏ وضع می‌نماييم. که مشتق تابع را در همان نقطه 
ارائه می‌نماید. 


0 


Ps 2y 3 
دریایید.‎ y = 0 42 را در‎ 7 (y) = 


حل: با استفاده از مشتق حاصل تقسیم داریم که: 
o‏ نها ]-(3 -ارد _ 


۱ = (1-37 (1-3 
u=2y -3 —u=4y x. 
v=l-3y = v=-—3 s= E 
-3y 
„mn -60° +40) -9 
ا‎ 
۸ 


-3 


۰ ۰ m _ u E ۰ u 3 - . . 
Ao aM و‎ 2 ah cs حل: می‌دانيم که تابع شکل‎ 


۲ Vu 
y=— — y= 5 
7 
1 < - — 0 0۰)02-1(- 20-3 6 
“=0 بکرم‎ 
۷-2-1 > 27 (2t—1]) (2t-1) 


> 
e‏ 
P ۱‏ 
مشتق توابع الجبری زیر را دریابید؟ 


D) 7 )( < ixe _ 2) 2) g(x) = (2x—3)(x —3) 3) £) = x-1? 


2 


t 1 ax+b 
4) O o ea OO mg 


77 - 3 5 8) f(x)=7x+3 


7- مشتق جذر مربع یک تابع: 


تابع + = ر را در نظر بگیرید: 
9 در تابع فوق متحول را به اندازهُ Ax‏ تزاید داده و تزاید تابع را دریافت نمایید؟ 
9 از هر دو طرف رابطةٌ به‌دست آمده به گونه‌یی ليمت اخذ نمایید که 0 ج Ax‏ کند. 


نتیجۀ فعالیت فوق را به طور زیر ثبوت می‌نماییم: 


- < 


`= 
ددع ر‎ > y+Ay=Jx+Ax 
Ay = lx + Ax - ده‎ 


صورت و مخرج طرف راست مساوات را ضرب مزدوج صورت می‌نماییم: 
- ۸۵۲ + ز له oA‏ (مدلد ما تلم 


Assai N Saa ya ۱ 


Ax 


Ay l A l l 


7 
— =——  — > lim —= lim ———ə—ƏÑM'=— 
Ax NJx+Ax+.Nx “Ax 4-0 Jx+Ax +x Wx 


مثال 1: مشتق تابع (1- fa) NVI‏ را به‌دست آورید. 
حل: دیده می‌شود که تابع شکل ۷ را دارد: 
1 


u= لد‎ >u = l Te DE 


24x 
2 2 2 
x = D 1 -1 +4۲0۰ ( 


vay کل را‎ l> e 
f'Œœ) ۳ ۳ 


_ 7 —-1+4x 5-1 


2x 2 


° اگر y‏ تابع ۷ و ا تابع X‏ تغییری نیامده! و مشتق‌پذیر باشند» در مورد رابطةٌ y‏ نظر به 1 و ا نظر 
به X‏ چه فکر می کنید؟ 
۵ متحول u‏ به اندازة Au‏ تزاید داده و در مورد تزاید تابع Ay‏ توضیح دهید. 
© از هر دو طرف مساوات طوری ات کرد که 0 > ۸ کند. 
y+Ay=Ju+Au‏ 
Ay = Ju + Au -Vu‏ 
صورت و مخرج طرف راست مساوات را ضرب مزدوج صورت می‌نماییم: 


_ Wu + Au -Vu (lu + Au + Ju) 


A 
Vu + Au + lu 
u + Au -4 
N 
کند:‎ Ax ليمت می گیریم» طوری که 0 ج‎ J اطراف مساوات را تقسیم ۲ کرده و سپس از اطراف مساوات‎ 
Ay _ Au 
Ax Nu+Au + lu 
Au 
Ay : Ax 
lim — = lim ———Ə Əəe>s.Ü._ lim —— = 
Ax>0 AX  Ax—>0 شب‎ = = A ۲ ۵ + Au 7 


u' 


u' 


TT =e Wu 
را دریابید.‎ h(x)= )× + <()+/«( مثال 2: مشتق تابع‎ 
می‌توانیم بنویسیم:‎ y = x و‎ y =u: حل: با استفاده از تابع‎ 
h'(x) = a m. +x) 


2 
u=x° +x > u'=2x+l T 
1 = MO IE ولد‎ + z 
ZNN > VS 2x 
2% 2 2 7 
وم‎ s s PAREN FE SN PIN 
2x 2x 


0 


مثال 3: مشتق تابع (3+(1- f) = Gx‏ را در نقطة 8= × به‌دست آورید. 
حل: با استفاده از فورمول ۷ 2 ۷ و y =u‏ می‌توانیم این گونه عمل نماییم: 


)+ 3( + 10/7 -1( 


a ss 

3 Eo 3 

u= x ۰ : , 
x 

y=x+3— v =1 f (x)= + x -1( 


۳9 


m imas. 2‏ 
اکنون مشتق تابع را در نقطة X=}‏ دریافت می‌داریم: TT‏ = 


rast 


1-مشتق توابع زیر را دریایید؟ 


r s DT- 3) شیر هر‎ +3 


1+ 2 
2-اگر fG) = × -3x‏ و1- ۰ ()2 باشد؛ مشتق حاصل جمع» حاصل ضرب و حاصل 
تقسیم این دو تابع را دریابید. [0 g‏ ۰۵(,)۴),(ع + )| 


مشتق تابع مر کب(قاعدة ز نجیری) Chain Rule‏ 


در مورد رابطه و شکل مقابل نظر خود dy > dy du‏ 
را بیان کنید. dx du dx‏ | 
x E fœ) g)‏ 


4 =“ 


اگر ل تابع دا و ا تابع × و اشتقاق‌پذیر باشند. 
۵ بگویید كەل با لا ولا با × چه رابطه‌یی دارد؟ 
z‏ ۸ 
e‏ ار ره 
1 ۳ 
۵ اطراف مساوات فوق را به Ax‏ تقسیم نمایید؟ 
٩‏ اگر مخرج‌های کسرهای سمت راست با هم تبدیل گردنده در رابطة فوق تغییر به میان می‌آید؟ 
e‏ از اطراف رابطٌ فوق طوری لیمت بگیرید که 0 <- ×۸ تقرب نماید؟ 
42 فعالیت فوق را به طور زیر ثبوت می‌نماییم: 


مشتق تابع» تابع را ثبوت می کند و نتیجة OT‏ به گونه زیر است: 


Au Ea 
ET ثبوت:‎ 
Ay Ay Au 
Ax Ax Au 
Ay Ay Au 
Ax Au Ax 

Au 


. . AN a 
î = lim S lim — 
Ax—0 Ax Au—0 Au Ax—0 Ax 


np‏ ها 
چون sen‏ ا Var O G) Vo‏ 


بر اساس قاعدة زنجیری» می توانیم نتایج زیر را بنویسیم: 


1 کر ر ا 


-1 
y'=nu™ -u 


9 


u 


' 
t= 
y niju" 


2گ y =u‏ باشد؛ پس: 


مفال: مشتق توابع زیر را پیدا کنید؟ 
تهرر. 3(۶- شب - بر (3 s m‏ 3 
یج y=‏ )5 
حل: با استفاده از قاعده زنجیری می توانیم بنویسیم که: 


' ارو ۱ مه‎ 
N OL 


y = 3)27 -1( -4x =3(4x* - 4x? + 1( -4x 
= 12x“ —12x° + 3( -4x = 48x -48x + بر12‎ 
=12x(4xX*'-4X2+] =12x(2x' -1( 


۱ - 2% 


A 
ET 


1( ر‎ = (2x2 را‎ 
4) y= Vx? — 2x° 


y=(2x° -1(‏ )1 
سم سس 
< ااك u=2x‏ 


y=u = y, = 3u° 


2) ز‎ 1-7 
u=l-x > 1 ی‎ = 72x 
P a S 
7 y 2u 


دیده می‌شود که تابع شکل یک حاصل ضرب را دارد؛ پس: y=u:v > y'=u'v+v'u‏ 


y= -3( [2 + 2× | e -۳ 
ت22 ۰ (3- )2 ابر‎ + 6) —3y 
= (7 on (6 9(8 
=8x° -24×* + 6x2(x* — 6×7 +9) 
=8x -24x1 + 6x° —36x* + 54× 
=14x° - 60x“ + 54x° 


y=Ņu ج‎ y'= 4 


n 


۱ 
1-1 
NNU 
۱ 


_ 2e 6x 


y = — rr FD 
33|) — 2x°)° 


3) y=(x 3) -2x 
u= (x° - (۳ 
u'y 2(x° —3)(2x) 


= 3 ' ` 2 
۷ <2 2۲ > v'. = 6x 


4) y= Jx -2x7 
nar =De 


10 ری‎ =2x- 6x 


5) y= -2( ° y=u"= y'=nu" -u 


— 6x 
(x° -2( 


C) 


u=x -2 


rs J ۰25 


' = 
10 ی‎ 2X 


یادداشت: 
1 هر کان تابع 1 در نقطء pingi (xX)‏ باشد؛ HOTS‏ ميل مماس در 
نقطه )) (Xo , J (x,‏ است. 


مثال: میل تابع × l, JfG)=‏ در نقطة 1 = × بدا کنید. 
x, = loss:‏ است؛ پس 2۱ f(x.)‏ مي‌شود و P(LI)‏ نقطة تماس می‌باشد که میل ان 
عبارت است از: 


f'(x) = lim JG) fo) x تک روز‎ sO) ۳ و‎ 


1- مر X X x—1 sacl x>l‏ دسر 
2 
f'()=3‏ > 3( و =i EDO‏ 
E‏ تم جر 


JI‏ اگر تابع f‏ در نقطة × = × مشتق‌پذیر باشد این تابع در نقطه × متمادی نیز است» اما 
عکس آن درست نیست؛ یعنی یک تابع می تواند در یک نقطه متمادی باشد. ولی در OT‏ 


نقطه قابل اشتقاق نباشد. 


مثال: مشتق تابع | × |= f)‏ را در ikä‏ 0 = × دریایید. 
حل: می‌دانيم که مشتق در حقیقت دریافت لیمت نسبت تزاید متحول و تابع است. لذا لیمت‌های 
طرف چپ و راست(مشتقات طرف چپ و راست) آن‌را در صفر مطالعه می کنیم. 

w i 0_0 o Tim ss ma 


n 0-0 so E 


fœ) 27| 


دیده می‌شود که ( f'(0O‏ ("0) ۲ است؛ پس تابع f‏ در نقطة 0< × مشتق‌پذیر نیست. اما در 


صفر متمادی است. 


P 


وین 


D ی‎ 2( y= -4x +] 3) کل‎ 


l-z 1 
4)y= 5) y=\3t+1 6) سس < ر([‎ 
1+2 Gmm 


۵ دايره مثلثاتی و رادیان را تعریف نمایید؟ 

$ = رابطۂ 1< × 910 > 1- حقیقت دارد با‎ e 

٩‏ اه SS‏ را در کف ap‏ ر تنید دهبد و تاد تانم را در ند 
وت ر 2 ات از رای ی( 1 

بگیرید؟ 


© رابطۂ مثلثاتی × 50 - sin(x + Ax)‏ را انکشاف دهید؟ 

۰ بعد از انکشاف رابطة فوق» نسبت È‏ را تشکیل داده و از اطراف مساوات طوری ليمت i=l‏ 
نمایید که 0 ج ×۸ کند؟ 

im‏ فوق را به طور زیر بیان و ثبوت می‌نماییم: 

1- مشتق œb‏ ۲ «[و- ر: 


تبوت: 
y=sinx‏ 
y+ Ay = sin(x + Ax)‏ 
Ay = sin(x + Ax) - x‏ 


X+Ax+x . X+AÁAx—x 2x+Ax . Ax 
— sin — = Ga 


Ay = 2 cos 2 cos 
2 2 


Ax 
D snn 55 a a 
Ax Ax 2 2 2 Ax 
Ar 
A A O e 
mes meg) ۳ ۱ ی‎ 1 


2 
y'= cos x 


y = sln x > y'= cos x 


اگر y=sinu‏ و u‏ تابع × باشده می‌توانیم بنویسیم که: Jf (u) < 910 1 > y'=u'cosu‏ 


Jk‏ 1: مشتق تابع y= f(x) =sin4x‏ را به‌دست آورید. 
حل: 
f(x) < 510 ۲‏ 


)( 51۳1» > f'(x) 2۷۸ 
u=4x— 10 < 4 


fO) =sinu > y', = cosu J (x) = sin 4x > f'(x) = 4cos4x 


مثال 2: مشتق تابع ۰86 × = y‏ را به‌دست آورید. 


حل: 


f(x) = x° ` csc x 


f(x) ۲ cscx= x ۰ 


sin x 2 —COSX 3 
Jf'(x) < 32 ۰656+ 
۳ 3 (OPE 2 
U= X ود ۸( دک‎ = sin” x 
اي‎ o = 3x° csc x - x? 601۰۲ 
= sr = کک‎ 7 . 
sin x v sın“ x = 3x" csc x — x” cot x -csc x 
`# 
تمرین‎ — A 
مشتق توابع زیر را دریابید:‎ 
۱ sin x 
a)y =sin 5x b) y= 
l+x 


c) y = Jl+sin x 


° درتابع y = f (x) = cosx‏ متحول را به اندازۀ Ax‏ و بالمقابل تابع را به اندازۀ Ay‏ تزاید دهید؟ 


ibl) ©‏ مثلثاتی cos(x+ Ax) —cos‏ را انکشاف دهید؟ 

۰ بعد از انکشاف رابطذ فوق نسبت Z‏ را تشکیل دهید و از اطراف ليمت — به گونه‌یی 
CAOS‏ 

i‏ فعالیت فوق را به طور زیر بیان و ثبوت می‌نمایيم: 


2- مشتق تابع 605-7 - ر: 
ثبوت: 
y = COSX‏ 
y + Ay = cos(x + Ax)‏ 
Ay = cos(x + Ax) —cos x‏ 


X+Ax+X . X+AÁAx—x 
— H: SIn —əƏ—Ə ,.> ,>ə—h 


Ay = -2 
2 
2 : 

Ay = -2 2 

Ar 
Cn ای‎ 
Ax—>0 Ax Ax—>0 2 «0 Ax 

2 

۳ 


یا به گونه مختصر آن‌را چنین ثبوت می نماییم: 
sin? + cos? x =1‏ 


cosx = N 1—sin” x 


e .. )-2 510 x cos x) 
2 Jl—sin2 x 
است:‎ J1—sin x = cosx می‌دانیم که‎ 
1 : 
=—: )-2 511 x: cos x) 
2 cosx 


(cosx)=-—sin x 


اگر 4 = J‏ و u‏ تابع × باشد» می‌توانیم بنویسیم که: y=cosu > y =-—u -sinu‏ 


1( f(x) < 510 2x = 2 510 xcosx 2) f(x)= 2۲ - 511 xcosx 
ر است:‎ u ۰۷ = y'=u"v+vu حل: می‌دانيم که‎ 
1) f(x)=sin2x = 2 5117 xcosx 
f'(x) = (2sin x)'cos x + (cos x}' ۰ 2sin x = 2 cos? x — 2sin x 


f'(x) = 2(cos2 x- sin? x) => y'=2cos2x 


2) f(x)=x-gsin xcosx 
f'(x) = (x) —(sin x: cos x)'= (x)'—[(sin x)"cos x + (cos x)" sin x] 
f'(x) = (x)'—[cos x cos x + (sin xsin x)] = 1 — cos 2x 


2 


مشتق ás ye‏ اول توابع زیر را دریابید؟ 


1) f(x) =(sec2x + tan2x)° x s. E ss 
4) f(x) = cscx e 5510 27 
3cos5x 


C?) 


° تابع Owen.‏ تست pA‏ 
° اگر از هر دو طرف نسبت فوق مشتق بگیریم» مساوی به چه می گردد؟ 
نتيج فعالیت فوق را چنین ثبوت می‌نماییم: 

3- مشتق تابع مثلناتی :y=tanx‏ 

تبوت: 


sin x 
f(x) = tanx = 
COS X 


s" (sin x) cosx —(cosx) sinx _ cosxcosx - (—sin x)(sin x) 


cos? x cos’ x 
_ co x+sin x _ 1 
cos x cos’ x 

y = tanx 

1 

= — = ا 
n‏ 
مشتق توابع متباقی را شاگردان ثبوت نمایند. 

y = tan” x 


حل: می‌دانيم که "1= ر 82.1 رس مشتی آل ۸ ` کر ما 
u=tan x y = tan? x‏ 
5 


u'= sec x y'=3tan? x sec? x 


مثال2: مشتق al‏ 2566۰001 را دریابید. 


حل: چون که تابع شکل ۷ < ۲ ۳ vV" TARDE‏ + 1/۰۷ < رز اس 


y < x: col x 


۴ << > 5661۲ < /1 
v=cotx => v'=-—csc x‏ 
قيمت‌های 1,۷,۷ و ۷ را در فورمول 1۰۷+ 1/۰۷ < 7 وضع می کنيم: 


y'= sec x tan x -cot x + sec x(—csc2 x) 


= sec x tan x — csc? xsec x 


tan x 
= sec x— csc? xsecx 


مشتق توابع زیر را دریابید؟ 


a) ز‎ > tan ۲ b) y= (x? +x-1)tan” x 


d) y= tan xsec x —cot x 


شتقات s‏ ۰ 
مساوات مقابل را به شکل عبارت بنویسید؟ 


۰ مشتق تابع 227-4 < ر را دریایید؟ 
۰ _تابع 1= + ”ر تابعی چندمتحوله بوده و گراف آن چه شکلی دارد؟ 
۵ مشتق تابع فوق را دریابید. 
نتیجۀ فعالیت فوق را چنین بیان می‌نمایيم: 
چون iala‏ یک خط منحنی در سیستم کمیات وضعیه عبارت از y = f (x)‏ است. از این جا 20( y—‏ 
گردیده و (×) y— f‏ یک تابع دو متحوله از جنس × و می‌باشد. اگر (×) F(x,y)= y- f‏ را در نظر 
بگيريم معادلة این منحنی شکل F(x,y)=0‏ را به‌خود می‌گیرد؛ به‌طور مشال — 
F(x,y) = x? +y’ -5‏ باشد؛ پس از F (x, y) = 0 sts‏ می‌توانیم بنویسیم 0 - 15 > + ور تا 
5 = ”ر + x?‏ که معادلۀ این دو تابع مختلف عبارت است از: - 25ج رز 
ب‌صورت عموم معادلة F(x,y)=0‏ می‌تواند معادلة چندین تابع به شکل y = f(x)‏ باشد. 
در تابع y = f(x)‏ که x‏ و y‏ آنها از هم جدا باشد؛ مشتق آن به آسانی دریافت می گردد. اما در 
بعضی از راط با p‏ یکجا می‌باشد؛ مانند: 1-0+- "ود که در مشتق گرفتن آن اگر از 
جنس × مشتق بگیریم y‏ را یک عدد ثابت فرض می‌نماییم و اگر از جنس y‏ مشتق بگیریم» × 
را عدد ثابت فرض می کنیم؛ مانند: 
xy —-y+1=0‏ 
=-2xyy'+y'= y'(-2xy +1)‏ ”ر > 0 < +x(2y'y) = y'‏ ”ر1ج 0= '(1) + Cy V-O‏ 


2 


۱ 4 


=P 


C) 


به‌صورت عمومی اگر رابطۀ ضمنی به شکل 0= f(x,y)‏ تعریف شده باشد و تابع غیر صریح باشد به 


مشتق آن را طور زیر محاسبه می‌نماییم: 


رانا E L‏ 
mm. TE‏ 
مشتق تابع نظر به X)Y‏ ثابت است) Jo‏ 


مثال 1: مشتق ضمنی y‏ را نظر به × در تابع 1+ y =sin‏ در نقطة (1, 7) به‌دست آورید. 


۱ 


2 Cx 
حل: از رابطه 1=0-- 10و - ر , کلت < رم را دریافت می‌نماییم:‎ 
x< z Fo X 


y-sinČ-1=0 
y 


r n OD‏ رز 
y‏ 


1 X -1 x _1 
= 0 — —cos— — 0 = —cos— A 
x = s ai x wa 
| Sy = '—(sin—)', —(1), (y) د‎ ۰605 -- 
روگ‎ T x 7 
X X, =x x x x 
=1l—cos—(—)',—-0)=1—-—:cos—=1+—cos— 


KEV J W y y. 
را دریافت می‌نماییم:‎ y'(T,1) وضع و‎ by قیمت ×و‎ Vo حال در رابطة‎ 
TU 7 


' -1 
Mer) > > — z 


1 

1+ 0 1+ oosa ا ل‎ 
را دریابید.‎ xy + 2۲ =3 +2 مثال 2 مشتق ضمنی‎ 
x prp ND 
x pty 20 
J'a =2xy +0-3-0=2xy -3 
f'a =x +6y2 -0-0= ×” +6y° 
Io 2 2 


oy +67 E +67 


C) 


مثال 3: مشتق ضمنی تابع 0= × - 


ویا به طریقۀ دیگر: 


مشتق دوم ضمنی تابح 


y -y‏ را دریابید؟ 


۲ 1 
6y`y'—y'—2x=0 
(6y`—1)y'= 2x 
2% 
TT 


۱ 


[۳ 


جهت به دست آوردن مشتق دوم رابطةً ضمنی. ابتدا POR‏ مشتق اول آن‌را دریافت می کنیم و بعد تا 


رابطه دوباره مشتق می گیریم. 


مثال 1: در رابطة ]= x’ =y"‏ مشتق دوم ضمنی Vo‏ را دریایید. 


حل: 


با به طربقة دیگر: 


7 


— es 
0-2y-0 


=l‏ سرك "بر 
0-<1- رز 


2 
x — 


OOD‏ (1)-( )یر( )ع ول 


0 2-2 


2-0-0 


Z ` ER ' X ء‎ x 
tL ibl) حال از‎ 


f'a = 0-0), -0 =0-2y- 
x Jw _ 2x _x 
3 JO) -2y y 

I اس‎ 

. Jó )و(‎ (7, 0, 

X 

' $ e 

„n _ (۲ تخل‎ y 

(x) y y? y 


مثال 2: مشتق x +xy+ y - 3-0 pa‏ رابه‌دست آورده» سپس میل مماس رادر o‏ £ 
(1,1) دریافته و alas‏ آن را بنویسید. 
حل: چون iba‏ )1,1( در معادله صدق می کند و این نقطه بالای منحنی قرار دارد» برای محاسبةً سس 


در معادلۀ داده شده می توان نوشت: 


f'a = 2x+ y 
[ رن‎ = 7+2 
E x+2y #0 
fo, x+2y 
ا‎ m 
x+2y 2 


2 ی < راس ص اا = ال د 2 = سک 
اب ا اس 7 ا 
y -3 20‏ + روز + y‏ 
x: y+2yy'=0‏ + + 2 
2x+y+(x+2y)y'= 0‏ 
(x+2y)y'+2x+y=0‏ 


(x+2y)y'=-2x- y 
EY 


x+2y 
را دریایید.‎ XY? = 5y +× مثال 3: مشتق ضمنی تابع‎ 


حل: 
20 بر - x y -5y‏ 
1 ۱-2 لا 2 - Fo‏ 
sj Í -0‏ رال 
Fo 2xy -1 l=‏ 


e ` 3y -15y Ta 3x? y? -15y 


2 
E FEE 1‏ تابع غير صریح 5 = ۰05 + xsin‏ را دریابید؟ 


2 از رابطة وک m‏ مشتق ضمنی بگیرید؟ 
3 از رابطة =4x+4y‏ ”ر + ”× مشتق ضمنی بگیرید؟ 


۰ ` قابع [ م2 - —3x‏ 22 < بز را دریایید؟ 


۵ مشتق دوم تابع فوق را به‌دست آورید؟ 

۵ مشتق سوم تابع فوق را ب‌دست آورید؟ 

۵ چند مرتبه از تابع داده شده می‌توان مشتق گرفت؟ 

۵ مشتق چندم تابع مذ کور مساوی به صفر است؟ 

نتیجۀ فعالیت فوق را به طور زیر بیان می‌نماییم: 

هر گاه تابع ری = مشتق‌پذ یر باشد» مشتق مرتبه اول آن Y'= fiy‏ و مشتق مرتبه دوم آن V" = fiy‏ و مشتق 
مرتبة سوم آن و = y"‏ ... است. به شکل کلی» مشتق مرتبة 0-ام تابع ری = Y‏ را به علامت y” = fo‏ 
نشان می‌دهیم. 

مثال 1: مشتق سوم تابع 1- 4 + ES =r‏ 

حل: 


4-1 + 37 »ر 


4 +6 - 37 ز 
61-6 < "رز 
و ۳ 
= 1 = - 
مثال 2 گراف تابع s‏ و گراف تابع مشتق اول آن‌را ترسیم نمایید. 
YA‏ 
حل: 2 ارو 
1 
zet‏ 1 
y =S =‏ 
F >x‏ 
Vax‏ 


مثال 3: تابع y = 5110 x+ cosx‏ داده شده است. ابتدا مشتق نهم آن‌را دریافت کرده و سپس مشتق حاصل جمع 
(9)y2 : z 2 E‏ 
مربع مشتق نهم و " را محاسبه کنید؛ یعنی 2= "+ ) Y‏ 
حل: ابتدا مشتق مرتبة نهم VO‏ را محاسبه می‌نماييم: 
y < 511 x + cos x‏ 
cosx + (—sin x) = cos x — sin x‏ = ری ۶ 
sin x - (cos x) = -sin x — cos x‏ = ری y"‏ 
y"! =- Cos x - (Sin x) = sin x — cos x‏ 
Jf = cos x = sin x‏ 
(y^) + y2 = (cos x —sin x)? + (sin x + cos x)?‏ 
cos” x — 2sin xcosx + sin” x+ sin” x + 2sin xcos x + COS x‏ = 


=2sin2 x +2cos° x = 2(sin x + cos x) =2‏ 
مثال 4 مشتق مرتبة پنجم تابع 1 درو 2 ورد - 2 رابهدست اور 


2 ب2 روھ‎ il 

6 - ب واا واک ر 

y" = 60x“ - 60 —12x-6 

y" =240x` —180x° -2 

y) =720x° —360x 

y) =1440x -360 

y E‏ و ده + c,x2‏ + ورن + و6 = Jae‏ داده شده 


n 


n 


٤, # Ü پادداشت: ه رگاه تابع چندجمله‌یی‎ 
OJSC + توزری + ورن‎ ter E a Qe y c #0 
f 0 1 2 3 n n 
RE CE EE E + ... +ne, x" 
Jf"(x) =2c, +6c;x+ ... +n(n -1)c,x" 
Jf'"'"(x) < 60 +12c x+ ۰ +n(n -1()0 - 2 (6,۳7 
J" (x) =n(n-1)(n-2)x ۰. c, = nlc, 
۱ ۱۳ ۱ su 2<0 بر عر اکر‎ 


1- از توابع زیر آنجا تا وقتی مشتق بگیرید که مشتق آن‌ها صفر گردد. 
ms - 7 D) 7 -) 2‏ < بز (1 


3) مر - بر - ی + + بر‎ - bx - ex — cx 4)  < ۲ 


C 


- هرگاه نقاط و و (۵ +)/ Ax,‏ +06 دو ië‏ کیفی تابع f(x)‏ باشند. رابطة 
زیر به‌نام خارج قسمت Newton‏ یاد می‌شود. 


Jt Ax)- fG@) _ f(x +A) C fü) 
X+Ax—x Ax 


= میل مماس بالای هر من منحنی در یک ibi‏ کیفی عبارت است im ya‏ = 


. 


مشتق تابع یاد می شود و به L f'(x)‏ 2 نشان داده می‌شود. 
سای Ay lim‏ 


lim —= 
۸۲0 AX Ax—0 


= f'(x)=y' 

- هرگاه تابع (×) ۶ در نقطةٌ (xo)‏ قابل اشتقاق باشد؛ )0( f'‏ ميل مماس با منحنی در نقطة 
(xo , f xo))‏ است. 

s‏ رک تابع f(x)‏ در نقطۀ x= x‏ قابل اشتقاق باشد؛ تابع در نقطه × متمادی است و 
برعکس آن درست نیست. اما ممکن است که تابع در یک نقطه متمادی باشد اما در آن نقطه 
قابل اشتقاق نباشد. 

Rea =‏ مشتق تابع f(x)‏ بالای منحنی C‏ در نقطة )) P(X, f (x,‏ مساوی به میل مماس است. 


lim = y'= tana = tan@ = m, 
تماس به‌نام مشتق تابع در همان نقطه یاد می‌شود.‎ ibi میل مماس یک منحنی در‎ _ 
هرگاه مشتق یک تابع گرفته شود تابعی که به دست می آید به‌نام تابع مشتق یاد می‌شود.‎ - 
o ába و در اطراف‎ )0-7 , X tr) dlob در‎ f هرگاه تابع‎ - 
در نقطة‎ f آن موجود باشد در این حالت می توانیم یک خط مماس بالای منحنی تابع‎ 


lim 120 O) E کی‎ n s 


C 


قوانین مشتق: 
D) ۲0-2 > f'x)=0‏ 
/G) /'(x) n: x°‏ ۲ 
f(x) =u+v = f'(x)=u'tv'‏ )3 
f(x) =u:v > f'(x) 2۷‏ )4 


-1 


IO- , د وه‎ E — 
y 

و -(۶0 >= =9 9 

wasasapa 


Š) ار‎ Va = T= 


T 71-1 


مشتق توابع مر کب وم رم ۲ = وم 
مشتو توابع مثلئاتی: 
D y=sinx > y'=cosx , y=sinu = y'=u'cosu‏ 
y=cosx > y'=-sinx , y=cosu = y'=-u'sinu‏ )2 
اگر تابع y= fG)‏ تابعی مشتق‌پذیر باشد» به صورت عموم مشتق 7-ام آن عبارت است 
از: () ۲۳۲ < ۳۱« 


تمرینات عمومی فصل دوم 
به سوالات زیر چهار جواب osla‏ شده است؛ از میان آنهاه جواب صحیح را انتخاب E‏ 
1- میل خط مماس با منحنی تابع × - J (x) = x°‏ در ;)2 P(3,0)‏ عبارت است از: 
m. g5 d) -5‏ 3 
2- تغییر متوسط تابع ”×2 = () [ در انتروال [4 , 3] عبارت است از: 


c) -4 d) 32‏ . — 
3- مشتق تابع y=2x° -3x‏ عبارت است از: 
d) y'=4x‏ سس c)‏ ده ار a) y'=4x° +3 b)‏ 
x‏ 
4 - مشتق تابع 2۰۷-1 f(x)‏ عبارت است از: 
x—1 |‏ 1 
d‏ : سح ی رز 0 a)‏ 
و ۳ a.‏ | 


5 -معادلة خط مماس يا خط منحنی تابع × + 22( در bi‏ 1= × عبارت است از: 


a) y=5x—2 b) بز‎ < ۲-3 c) S ZN ترا‎ 


a) y'=—4x+8 b) y'=—2 c= d) y' 


7 -مشتق تابح y=(2-x°)'‏ عبارت است از: 
هیچ کدام d)‏ (3)2-ار b) y=32-x2) c)‏ 22-245+ قبر6-- از a)‏ 


8 -مشتق تابع 7 2 « عبارت است از: 


a) y'=sin x b) y'= cos x 0) y= x d) رز‎ 0 
al 
To ë 


a) )اک او‎ b) y=- s ü+x)° 


هیچ کدام d)‏ "ور < از c)‏ 


y=‏ عبارت است از: 


سژالات زیر را حل کنید. 


1- مشتق تابع 


2 1207 x 
+ tan” x 


1 = () را دریابید؟ 


2- مشتق تابع Q) c. EE‏ را دریابید؟ 
3- مشتق تابع (1+ ۱۴+ )(1 +1(6-) = () زرا در یاپید؟ 
4 مشتق تابع (4 + </1(6- «لذ) - ()زرا دریایید؟ 


5- مشتق تابع f(x)=sinx:cosx‏ را در نقطة 7 دریایید؟ 


6- مشتق تابع 


(sin x + cos x)? 


E 1+ sin 2x 


7- وف 009 < بز را دریایید؟ 


8- مشتة مرتبهٌ نهم y =sin° × + 6097 x‏ را دریابید؟ 


ر DA‏ تابع 3= x + × +y‏ را دریایید؟ 


فصل سوم 
موارد استعمال مشتق 


D, 


Paq 


` 1 e °P s“ 
a rha - 
2 ATOMA Ze. 


e T Den O ; 
۱ 3 ا‎ 


1 | ۱ 


مشتق کابرد فراوان دارد؛ به طور مثال: در فزیک تمام معادلات مربوط به حرکت. سرعت و تعجیل 
و همچنان در کیمیا تحولات تابع» دریافت بعضی ليمت ها و ... با استفاده از مشتق حل می گردد .) 


در اینجا بعضی از این موارد را تحت مطالعه قرار می‌دهیم: 
-I‏ تحولات یک تابع 


e. 


۳ 


)2( 0 
* توابع متزاید و متناقص چه نوع توابعی اند؟ 
e‏ در شکل (1) در انتروال (a,b)‏ میل مماس‌های رسم شده در نقاط 5 رانا ا عا 
شکل )2( مقایسه کنید. 


۵ در اشکال (1) و (2) بلند ترین و پایین ترین نقاط را مشخص S‏ 

@ در اشکال فوق نشان دهید که کدام تابع در کدام ساحه متزاید و در کدام ساحه تابع متناقص 
است. 

* در توابع متزاید متناقص و ثابت مشتق را مطالعه کنید. 

نتیجة فعالیت بالا را این‌طور بیان می کنیم: 
اتود تابع f G)‏ در انتروال [a,b]‏ متمادی و در انتروال (a,b)‏ مشتق‌پذیر باشد» اگر در 

انتروال داده شده 0 f'(x)>‏ باشد؛ تابع در همان انتروال متزاید گفته می‌شود. 

2- اگر تابع () کر در انترول [9,|متمادی و در انتروال (2,6) مشتق‌پذیر؛ و در انتروال داده 


شده 0 >( باشد در این صورت تابع در همان انتروال متناقص می‌باشد. 


یادداشت: مراد از تزاید تابع این است که با ازدیاد قیمت متحول X‏ قیمت تابع یا 7 افزایش یابد 
و مقصد از تناقص تابع این است که با ازدیاد قیمت متحول X‏ قیمت تابع یا y‏ کاهش یابد. 

مثال 1: نشان دهید که گراف تابع 1+ 37+ مد <() زر متزاید است. 

حل: چون تابع به شکل کسر نیست. تمام قیمت‌های اعداد حقیقی می‌تواند ساح تعریف OT‏ شود. 
همچنین می‌دانیم که شرط تابع متزاید 0 < (:)/ است. ازاین‌رو لازم است تا مشتق تابع مذ کور را 
تحت مطالعه قرار دهیم : 


f(x) =x + یرد‎ +1 
f'(x) ورد‎ +3 


دیده می‌شود که حد اول مشتق مربع تام بوده و همه قیمت‌های × همیشه مثبت است و وقتی با عدد 


مثال 2 تابع 5 +3 - a f(x)=x‏ کدام انتروال متناقص است؟ 


O 


حل: چون تابع a f (x)‏ هر انتروال متمادی و مشتق‌پذیر است و برای توابع متناقص داریم 
هر 
3>0- 327 (0) کر 
f'(x)=0‏ 
3x” -3 2-0‏ 
33 
y=]‏ 
دیده می‌شود که مشتق تابع در انتروال 1> × >1- منفی است؛ پس تابع در همین انتروال 
(1,1-) متناقص می‌باشد. 
مثال 3: تحولات تابع 5-4 = y‏ را مطالعه کنید. 
حل: ابتدا ساحة تعریف تابع را دریافته و بعد از آن شرط تزاید را مطالعه می‌نماييم: 
D, >IR‏ 


f(x) =5x-4 
FOSS 


چون 0 < ()۲[ است. تابع مذ کور برای تمام قیمت‌های × متزاید می‌باشد. 
مثال 4: به گراف تابع yar‏ دقت کنید و سپس نشان دهید که تابع در کدام انتروال متزاید و در 


حل: می‌دانیم که اگر تابع متناقص باشدء 0 >" و اگر تابع متزاید باشد 0 < می‌باشد؛ بنابراین 


می‌توانیم بنویسیم که: 
y‏ 
yar => Valy ۱ 4‏ 
x<0 1‏ ج 2x<0‏ >= >'ر شرط تناقص 
x>0‏ ج 2x>0‏ ج 0 < 'رشرط تزاید 
x= -( 1 2 +œ 1۳‏ 
z = h m + 0‏ ار 
٩ ۳ EATE‏ ض لا کف اد ۱ 


به وضاحت در گراف تابع دیده‌می شود که تابع در انتروال (۰0,0-) متناقص و در انتروال (50+,0) 


= 


$ 


1- تحولات تابع y=ax+b‏ را نشان دهید؟ 
“msn E a‏ 
2 تحولات تابع ا Taas oido‏ 
= نشان دهید که تابع 1+ f(x) < 227 +3x‏ در کدام انتروال متزاید است؟ 


Al‏ انتروال تزاید تابع 2+ 3+ usss‏ را تعیین کنید؟ 


نقاط بحر انی (Critical Point)‏ یک تابع (اعظمی Maximum‏ و اصخر ی (Minimum‏ 


در شکل مقابل بلندترین و پایین‌ترین نقطه را 


y 
4 Eei 
نشان داده و بگویید که این نقاط به نام چه یاد‎ 
| 5 می‌شوند؟‎ 
۱ 
وه‎ X 
۹ 
A (a,b) در انتروال‎ fŒ) در شکل مقابل اگر تابع‎ 
مشتق‌پذیر باشد:‎ 


0 i C g T AN 

۵ با ازدیاد قیمت متحول در کدام انتروال قیمت تابع زیاد می‌شود؟ 

٩‏ با کم شدن قیمت متحول در کدام انتروال قیمت تابع کم می گردد ؟ 

° تحولات تابع را در انتروال (0, (c‏ و (d , e)‏ مطالعه کنبد. 

۵ تابع f(x)‏ در کدام نقاط مساوی به صفر است؟ 
ار 

در گراف یا منحنی یک تابع؛ بلندترین نقطه به‌نام نقطۂۀ اعظمی Maximum)‏ و پایین‌ترین نقطه 
pla‏ نقطهٌ (Minimum) l‏ یاد می‌شود و همان قیمت‌های ‏ که در آنها تابع قیمت اعظمی و 


با اصغری کر بهنام +U‏ بحرانی (Critical Point)‏ یاد می‌شوند. 


D, 


3 


— y 

1. تابع ثابت: ه رگاه مشتق اول ES‏ تابع برای هميشه صفر باشد. تابع را ثابت می‌نامند. 

2 تابع متزاید: ه رگاه مشتق اول یک تابع در یک انتروال (a,b)‏ مثبت باشد تابع را در آن 
انتروال متزاید می‌نامند؛ یعنی: 0 <'ر که در اشکال (1) و )2( نشان osla‏ شده است. 

3 تابع متناقص: هر گاه مشتق اول یک تابع در یک انتروال (a,b)‏ منفی باشد تابع را در آن 


انتروال متناقص می‌نامند؛ یعنی: 0 y'<‏ در اشکال زیر شان داده می‌شود. 


Á À 
f>0 0 paa foo: 
7 5 au upas 
(1) (2) 


1. نقطة اعظمی: ه رگاه یک تابع y= f(x)‏ در یک ibi‏ معین X,‏ از حالت تزاید به حالت 
تناقص تبدیل گردد و یا به عبارت دیگر» اشارۀ مشتق در همین نقطةٌ معين مد از مثبت به منفی 
تبدیل گردد نقطهٌ ,درا نقطهٌ (MAXIMUM) ebel‏ می‌نامند. 

2 نقطة اصغری: ه رگاه یک تابع y= f(x)‏ در یک åbä‏ معین ,7 از حالت تناقص به حالت 
تزاید تبدیل گردد و یا به عبارت دیگر» اشارۀ مشتق در همین نقطةٌ معین ,× از منفی به مثبت 
تبدیل گردد» ib‏ ,× را (MINIMUM) s Aol sz;‏ می‌نامند. 

3 نقطة انعطاف: هر گاه مشتق اشار خود را در یک iba‏ معین X,‏ از مثبت به صفر و دوباره به 
مثبت و یا از منفی به صفر و دوباره به منفی تبدیل نماید نقطة ,× را به‌نام نقطة انعطاف 
(Inflection Point)‏ یاد می‌نمایند. 


1 
مثال 1: تابع osla f(x) — s. +2x‏ شده است این تابع دارای چند ikä‏ بحرانی است؟ 


حل: مشتق اول تابع را دریافته و 0= f(x)‏ را قرار داده و سپس قیمت‌های × را به دست می‌آوریم: 


ns مر‎ + 2 


۰ و s -. ia A e a a‏ 1 
در نتیجه گفته می‌توانیم که تابع اصلی درجه سوم بوده و مشتق تابع Ê‏ تنها در دو نقطة رز )2( 
علامهٌ خود را تغییر می‌دهد. ZU,‏ دو نقطه بحرانی دارد. 


x+ 


۸ هه r‏ 55 3 
مثال 2 نقاط بحرانی موضعی یا نسبتی تابع و So‏ 


y'= ar TS = دیده می‌شود که تابع شکل‎ 
J)» 5 Es 
رم‎ aden 


/') (=0 > -x -27+2 2-0 
A - 0۳-46-12 


2 -b+ 4 _ 2+2 ا‎ 
2a 2 

m -b-JA _ 2-02 
20 —2 


در جدول دیده می‌شود که "7 در هر دو طرف × و X,‏ علامة خود را تغییر می‌دهد؛ بنابرین تابع 


دو åbä‏ بحرانی دارد؛ یعنی دارای نقاط اعظمی و اصغری است. 

:(Absolute Maximum & Minimum Points) اعظمی و اصغر ی مطلق‎ bl 
بحرانی داشته باشد» اما در یک انتروال معین تابع‎ ikä ممکن است یک تابع در یک انتروال چند‎ 
یک نقطة اعظمی مطلق و با یک نقطة اصغری مطلق را داراست که می‌تواند در شکل آن را‎ 
مشاهده کنید.‎ 


x)‏ سم 


X‏ > و 
m s s| a ms s‏ 


۰ نقاط اعظمی و اصغری تابع f (x)‏ رانشان دهبد؟ 

۰ نقاط بحرانی تابع f (x)‏ را مشخص سازید؟ 

۰ تابع فوق در انتروال داده شده چند ibi‏ بحرانی موضعی دارد؟ 

۰ تابع فوق در انتروال osla‏ شد. چند ikä‏ اعظمی و اصغری دارد؟ 
نیج فعالیت بالا را این طور بیان می کنیم: 


اعظمی مطاق :(Absolute Maximum)‏ به صورت عموم نقطة ((م×) (Xos f‏ اعظمی 

مطلق شمرده می‌شود. در صورتی که در ساحة تعریف تابع f(x)‏ برای هر JG)S f(x) (x)‏ 

موجود باشد» f(X)‏ را اعظمی مطلق می گویند. 
> > > 


سا 


Xo 


(xo)‏ کر ندارد 


۸۹0 0 


x, در نقطهٌ‎ gls مطلق‎ max موجود نیست‎ F) 


C) 


اصغر ی مطلق :(Absolute Minimum)‏ به صورت عموم. نقطة (Xos f (x,))‏ اصغری 
مطلق نامیده می‌شود. در صورتی که در ساحه تعربف f(x)‏ به هر JA f(x) (x)‏ موجود 
باشد» fo)‏ را اصغری مطلق می گویند. نقاطی که در آنها تابع یا قیمت اعظمی و یا اصغری می - 
گیرد به‌نام نقاط بحرانی یاد می کنند. 


۲ X x ) 3 
A f(x) =0 X >% 


۶ تام در نب اسف‎ opa و(" موجود نیست‎ F) 


مثال 1: نقطة اصغری مطلق را در تابع 3+ 3 = 109 دریافت کن 


حل: مشتق تابع f)‏ را گرفته و حل‌های مشتق تابع را به دست می آوریم: 


۶) - +3 


f'(x)=x+3 ' 
f'@œ)=0 ۱ 
x+3=0 I 
x=-—3 


J= 


lim f(x) = lim? + 3 - 2) = +0 


= lim? +3limx —lim(-_)= + 


0ج ور ۲0 2 


X | -4 داح‎ 1 D Ee 
Po = EE 
Og سر‎ aT 
2 Min 2 


در نتیجه در نقطةٌ 3- = قیمت عددی تابع 5-است و در نقطة (5-,3-) تابع اصغری مطلق 
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دارد. 


مثال 2: نقاط اعظمی و اصغری تابع 2 + ×3- S )( < x‏ را دریافت نموده و گراف OT‏ را رسم نمایید 
حل: جهت دریافت نقاط اعظمی و اصغری تابع ابتدا مشتق اول تابع را دريافت نموده و سپس 


نقاط صفری مشتق را به دست می آوریم: 
O 3 +2‏ 


f'(x)=3x -3 P 

f'(x)= 0 -4 Á ۱ 

3 3=0 FEN ۱ 

E ا"‎ 
2 0۳02۱ y 

w= j \ / 


x=] , x, 2-1 j ۲ 3 
masm o 2-4 — u 


)1( 21 -3.1+ 2 -1-3+-0 
f(0=0-3-0+2=2 

)2( 223 -3-2+2=4 

1 )1(<20 , /)0(<22 , )1(<4 


Max 7۲)-1( < 4 Min f(l)=0 
x | ۳ دا‎ 1 0 1 p +0 
f'Ge)]| + + 0 - - ) + + 
1) کید 1 کح‎ 4 < 
6 ax 111 


در جدول به مشاهده می‌رسد که تابع در انتروال‌های (—co,—1)‏ و (1,+co)‏ متزاید و در انتروال (1,1-) 
DS‏ ات ار E‏ 
برای ترسیم گراف باید نکات زیر را در نظر گرفت: 
1. مطالعة متمادیت و غیرمتمادیت تابع 
نقاط تقاطع گراف با محورات قایم 
مطالعة اشارة مشتق اول تابع برای تزاید و تناقص تابع 
دریافت نقاط صفری مشتق اول تابع برای تعیین نقاط اعظمی و اصغری تابع 
تعیین مجانب‌ها 


S ا‎ + Q د‎ 


ترتیب جدول و بر اساس آن» ترسیم نمودن گراف 
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حل: دیده می‌شود که تابع برای همۀ قیمت‌های متحول معین (تعریف شده) است. 

1- نقاط تقاطع این تابع را با محورات X‏ و y‏ دریافت می‌کنیم. 

برای دریافت نقاط تقاطع گراف با محور cy‏ در تابع داده شده ‏ را مساوی به صفر قرار می‌دهیم و 
قیمت y‏ را دریافت می کنیم: x=0 y=2+0-0=2‏ 

پس گراف فوق» محور y‏ را در 22 )0,2( قطع می‌کند. 


برای دریافتن نقاط تقاطع گراف با محور ×» y‏ را مساوی به صفر قرار می‌دهیم و قیمت × را 


20 , 2+2- 2 20 
- b+ Nb” -4ac 
X12 7 
2a 
—1+/1+4:2 -1+3 
و‎ 7 _2 = 2 
x =-—l , x, =2 


پس گراف فوق محور X‏ را در نقاط (1,0-) و )2,0( قطع می کند. 
blä -2‏ اعظمی و اصغری تابع را دریافت می کنیم و به این منظور» مشتق اول و دوم تابع را مطالعه 
می‌نماییم: 
۷ 2 بر 


چون در نقاط اعظمی و اصغری مشتق اول تابع صفر است» y'=0‏ را قرار می‌دهیم: 
j - 2‏ رز 
y=0+ 1l-2x=0‏ 

S Dv]‏ | رر 


x= 


2 
1 .= 
تابع در نقطة ر = × یک اعظمی یا یک اصغری دارد؛ برای تشخیص آن مشتق دوم gU‏ را در 


1 
ibi‏ = × مطالعه مے کنيم: 0<- - ۲ 
2 می‌کنیم y‏ 
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1 S| = - ۳ ۰ 1 # 4 مه‎ + ۳ "e 
یک‎ x= ر = × هم منفی می‌باشد؛ بنابرین تابع در نقطة‎ aba چول [هميشه منفی است. پس در‎ 
تابع 2-2-22 +2= ر است؛ نقطة اعظمی تابع‎ x= اعظمی دارد. از آنجا که برای‎ iba 

۱0۳ 
عبارت می‌باشد از: S F.‏ 
این منحنی iba‏ انعطاف ندارد زیرابرای هر 1 است. در حالی که در نقطة انعطاف 
0 = "ر می‌باشد. 
3- مطالعة گراف در ±0 : 
lim y = li (2 +x—x?) =c‏ 
lim y = lim Q+x—x°)=—‏ 


جهت وضاحت بیشتر جدول زیر را ترتیب نموده و تمام تحولات تابع را در آن نشان می‌دهیم و 


y 
1 
$ 2 ۱ 
y | = +0- _ 
y سے‎ Aon f << a 
1 ۱ ' 


í 
o A 


1. 6 موضعی توابع زیر را دریابید؟ 


+1 


a) Jr 3+2 b) Ja) = c)y=3x —4x+1 
x 


min -2‏ مطلق تابع m4‏ ۳ ا3 کا 
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° منحنی تابع (×) f‏ = ر در انتروال (a,b)‏ چه نوع منحنی‌یی است؟ 


° منحنی تابع y= f(x)‏ در انتروال (b,c)‏ چه نوع منحنی‌بی است؟ 
* در انتروال (a,b)‏ به منحنی یک مماس رسم کنید و OT‏ را با مماسی مقایسه کنید که در 
انتروال (b,c)‏ با منحنی رسم می‌شود. 
نتیجۀ فعالیت فوق را این طور بیان می کنیم: 
1. منحنی تابع y= f(x)‏ در یک انتروال محدب گفته می‌شود اگر در همین انتروال به منحنی 
مماس رسم شود و این مماس در قسمت بالایی منحنی واقع باشد که در این صورت» مشتق 


دوم تابع منفی به‌دست می‌آید؛ یعنی 0 >" 


اگر مشتق دوم تابع y=f(x)‏ در تمام نقاط انتروال 


> 


2 منحنی تابع fG)‏ = ر در یک انتروال مقعر گفته 
می‌شود در صورتی که در این انتروال به منحنی 
مماس رسم شود و منحنی در بالای مماس واقع 
گردد. همچنان اگر مشتق دوم تابع fG)‏ = ر در 


تمام نقاط انتروال مثبت 0 > باشد» منحنی در 


این انتروال مقعر می‌باشد. 
تعر یف: نقطه‌یی که در آن منحنی جهت خود را تغییر می‌دهد؛ یعنی از مقعریت به محدبیت و یا 
ی oT‏ به نام نقطة (Inflection) slal‏ نامیده می‌شود. 
اگر در تابع f(x)‏ = ر برای × = × مشتق دوم تابع صفر شود( 0-()") تابع یک نقطۂ انمطاف 
دارد و با برعکس نقطة انعطاف ندارد. 


1- تقاطع با محور : 


x’ - 5+ 4-0 


9 


نقاط تقاطع با محور ¿x‏ )4,0( و )1,0( است. 


۱ 
۱ I 
` i 

4 ٩ ; > X 


5 9 
G; P 


برای تحقیق مقعریت و محدبیت گراف مشتق دوم تابع را به دست می آوریم: 


(<< +یر5-‎ 4 = yy 2-5 


0< ۲00-2 
چون 0 <"راست» در نتیجه گفته می توانیم که منحنی معقر است. 


مثال 2: انتروال‌های را تعیین کنید که در آن گراف تابع 6+1 - 9+ ×= y‏ محدب یا مقعر 
ناش 


حل: 


۱ Ox ON 
y'=3x”+18x-6 => y"=6x+18 
y"<0 > 6x+18<0 

6x<-18 ج‎ x<-3 

y">0 ج‎ 6x+18>0 

6x > -18 


9 > 
همان‌طو رکه دیده می‌شود» مشتق دوم در )3 (—so,—‏ منفی و در E A)‏ بنابران 


گراف در انتروال اول محدب و در انتروال دوم مقعر است. 


مثال 3: نقطة انعطاف تابع (x‏ را Qasa‏ 
حل: 


IO 5, SFIS) 5% 15x 
f"(x) = 20x -30x 


f"(x)= 0 x - 0 - Ë 0 3 +0 
20x° -30x =0 0 = ۸  )(  ا‎ r 
x(20x° -30( = 0 fœ | نایب مت‎ | O- Y 
x = Ü 
20x? -30=0 > x° Ta 
20 

2_3 3 3 
x = > x =, , x اک‎ 

2 2 2 


3 3 
دیده می‌شود که در نقاط ا 0= × و = ° دوم صفر است؛ یعنی لاح( زر 
ie‏ خود را تغیبر می‌دهد و در این نقاط مماس رسم شده می‌تواند. که آن نقاط عبارت از نقاط 
انعطاف اند. 


më 

mn an 

1- محدبیت و مقعریت تابع 4- × < fz)‏ را تعیین کنید؟ 
2 نقطة انعطاف تابع 1- ,> OOF‏ را تعیین کنید. 


۰ گراف‌های توابع 1+ ×= ر و 1+ ×-= ر را رسم نموده و با هم مقایسه کنید؟ 

۵ ساحة تعریف تابع + + ”×۵ = ر را تعیین کنید. آیا این تابع متمادی است؟ 

e‏ مشتق اول تابع مذ کور را دریابید و نقاط اعظمیء اصغری و محور تناظر را مشخص کنید. 

° لیمت تابع را طوری پیدا کنید که 0 < X‏ تقرب کند. 

° جدول تحولات را ترتیب و منحنی مذ کور را رسم کنید. 

1- ساحة تعریف تابع: دیده می‌شود که تابع برای تمام قیمت‌های متحول معین است؛ یعنی تابع در 

انتروال oo)‏ +,—( چ D,‏ دارای قیمت‌های معین می‌باشد. لذا تابع در ناحية تعربف متمادی است. 

f'(x)=2ax+b=0 
f'(x)=0 
2ax+b=0 
2ax = —b 

-=b 


y= 
2a 


_b 
E قیمت‎ 


Db, b Db: Db 
=a(——) +b(——)+c > a:————-+c=Ü0 
J ( 2 ( 2 j 2u 
9-20 +4۵0 -b° +4ac K 4ac — b° 
4a 4a 4a 
2 b 4ac-b2 
2a 4a 
a>0 = lim f(x) = +o الف:اگر 0 < ه باشد؛ پس:‎ 
Dac DD | ۲ 
دارد.‎ Min G 1۳ ( تابع در نقطة‎ 
> 0 => lim f(x)=—% اک 0> 2 اش سس‎ 
-b 4ac-Þb°. , M $ 
دارد.‎ Max Go. åbä تابع در‎ 


3- برای ترسیم گراف تابع» جدول مربوطه را ترتیب و گراف آن‌را رسم می‌نماییم: 
— 
Jx 2‏ 


2 
e e 
2a 


چون 0 a>‏ است دهن منحنی به طرف بالاو ( 


e 
b 4ac-b° w 


a 


3 


مثال 1: تحولات تابع 3+ 4۷7 - ×= f(x)‏ را مطالعه و گراف آن را رسم کنید. 
تابع برای همۀ قیمت‌های اعداد حقیقی متحول معین می‌باشد یعنی =L‏ تعریف 
تابع (0+,00-) است؛ پس تابع در همین انتروال متمادی می‌باشد. 
2- نقاط تقاطع منحنی تابع با محور ×: 
y=0‏ 
x” -4x+3=0‏ 


0= (3- )(1- :د) 
y S I‏ 


x—3=0 = x 3 


' 
دن 


نقاط تقاطع منحنی تابع با محور بز: 
0 < 2 
O‏ ۹0:۱۲ 0 
9 
4- برای دریافت نقاط cgt Extreme‏ نقاط صفری مشتو مشتق اول تابع را دریافته و جدول LOT‏ 
ترتیب می‌نماييم. 
٩ = ۶ - 2‏ - و = لک ۱۷ 
f@)=2 -4-2+3=-1 } = V(2,—1)min x‏ 
m x !‏ جک دج 
lim f(x) = lim |2 - 4x+3]= +0‏ 


-o> Ü l 2 3 + مه‎ — 
y' = = = + + 
| -۰ ید‎ PN Qw مج ۲ 2 ل‎ 


Min 


مثال 2: تحولات تابع 2 + *- = (×) را مطالعه و گراف آن را رسم کنید. 

حل: دیده می‌شود که تابع برای تمام قیمت‌های متحول معین است؛ پس: 

1- تعیین ile‏ تعریف تابع عبارت از (۰0+,0-) می‌باشد و در حقیقت. تابع در این ساحه 
ماد 


0 


2- نقاط تقاط منحنی تابع با محور : 


نقاط تقاطع )0,0( 0= x‏ 


3- تقاطع منحنی تابع با محور : 
x=0‏ 
+2x‏ برع f(x)‏ 
GS 2.0‏ 
J (x)=0 (0,0)‏ 
4- برای دریافتن نقاط Extreme‏ تابع» نقاط صفری مشتق اول تابع را دریافته و جدول آن‌را ترتیب و 


گراف آن را رسم می‌نماييم. 
D, —>(—%,+ co)‏ 


fO) = x° 2 7 
f'e)=—2x+2=0 v(1,1) 
- 2+ 2-0 RA 
BOYE). < 
اا‎ 
> (۵۲ 

/(D =1 | 

x —c 0 l p +o 
(| | حا‎ 

— = G 
I es s 2 ۳ 


Max 
مشتق از مثبت به منفی تغیبر نموده و گراف تابع را از حالت تزاید به‎ Lale در جدول بالا دیده می‌شود که‎ 
می‌دهد؛ بنابرین تابع در 22 (1,1) اعظمی است.‎ JS تناقص تغییر‎ 
زر رارسم کنید.‎ )( < 267 =z گراف تابع‎ =j 
تحولات تابع = < (مد) زر را مطالعه و گراف آن را رسم کنید.‎ -2 


O 


مجانب‌های گراف توابع 

به شکل مقابل توجه نموده و بگویید خطوط نقطه 7 

نقطه به چه نام یاد می گردند» هر کدام را نام 

پبرید؟ تب = 


F X 


" 


بر | 
r‏ 
۰ مجانب‌ها» منحنی‌ها را در کجا قطع می کنند؟ 
e‏ 
مجانب‌ها: مجانب‌ها عبارت از خطوطی مستقیم اند که حیثیت رهنمای منحنی را دارند و در توابعی که 
برای بعضی از قیمت‌های متحول غير متمادی اند» وجود دارند. 
مجانب‌ها به سه نوع اند: 
1- مجانب عمودی: در تابع y = f(x)‏ وقتی مجانب عمودی به > 
وجود می‌آید که اگر x— a‏ کند. »ج y‏ می کند؛ یعنی 
lim f(x) <‏ می‌گردد و یا به عبارت دیگس در توابع کسری 
هرگاه مخرج کسر مساوی به صفر گردد» تابع مذ کور به طرف 
بی‌نهایت تقرب می‌نماید. بنابرین جهت دریافت این نوع مجانب» 
مخرج کسر را مساوی به صفر قرار می‌دهیم. y‏ 
2- مجانب مایل: در تابع کسری fa)‏ = ر زمانی که حاصل 
تقسیم صورت بر مخرج کسر یک تابع خطی( +۲ = ) باشد 
طوری که 0 به دست آید و این وقتی امکان پذیر است که تابع 
دارای مجانب مايل باشد. یعنی درجه متحول صورت از درجه 


متحول مخرج به اندازة یک بز رگ‌تر باشد. 


A O 
Ç 


به خاطر داشته باشید که اگر یک تابع دارای مجانب افقی باشد مجانب مایل ندارد و برعکس 
ه رگاه مجانب مایل داشته باشد» مجانب افقی ندارد. 
3- مجانب افقی: یک تابع زمانی دارای مجانب افقی است که اگر 


v کند قیمت تابع مذکور یک مقدار ثابت گردد و یا به‎ x — x 
۳ l Sg مه‎ X — 0 x سس‎ 2 a 

عبارت دیگر زمانی یک تابع دارای مجانب افقی است که S a‏ 

نماید؛ یعنی ۰ lim f(x)‏ گردد. بنابرین برای دریافت این نوع | 

نماید. 

2 +1 2 

E ;‏ ا 
حل: برای دریافتن مجانب عمودی مخرج تابع را مساوی به صفر قرار می‌دهیم به این ترتیب که: 
۱0< 4 - 2 

22 < 4 
x= 2 

x+1 

22-4 


im f= lim c= 


1 
JA 


== >x 


x + 26-1 ۰ A 
را دریاید.‎ I L s مثال 2: مجانب‌های تابع‎ 
حل:‎ 
مجانب مایل: برای دریافت مجانب مایل» صورت تابع را بر مخرج تقسیم می کنیم:‎ -1 
2 
او ار‎ 
x X 
مجانب عمودی: برای دریافت مجانب عمودی مخرج تابع را مساوی به صفر قرار می‌دهیم:‎ -2 
. + 2-1 


— =0 
x 


3- مجانب افقی: چون تابع مجانب مایل دارد مجانب افقی نمی تواند داشته باشد. 
A k‏ (2 + 3()2 - ) 
ناا 9 ا 

e aea J 
حل:‎ 


1. مجانب عمودی: مخرج تابع را مساوی به صفر قرار می‌دهیم: 


f(x) =‏ را دریابید. 


(x+)(x-2)=0 


7-2-0 0< 1+ 2 
22 رد ]== 


پس x=2‏ و 2-1 ۲ مجانب‌های عمودی تابع اند. 
2- مجانب افقی: برای دریافت مجانب افقی» لیمت تابع را به دست می آوریم: 


u: e (x3) +2) _ 
UEU j p) l 


ao 


E 


روش عمومی تعیین مجانب‌ها: 
P(x)‏ 
Q(x)‏ 


هر گاه m‏ و n‏ به ترتیب درجهٌ صورت و مخرج تابع ناطق = f(x)‏ باشند؛ پس: 

الف: اگر ۸> 7 باشد؛ محور X‏ مجانب افقی است. 

ب: اگر s‏ باشد 26 مجانب افقی است طوری که نسبت ضرایب حدود درجه‌های m‏ 
و 7 می‌باشد. 

ج: برای ۸ < 17مجانب افقی و جود نداشته و احتمال موجودیت مجانب مایل وجود دارد. 

۵: در صورتی که 2+1 7 باشدء یعنی اگر iry‏ صورت یک واحد از درجۀ مخرج بیشتر باشد 


تابع حتمی مجانب مایل دارد. در چنین حالتی» مجانب افقی موجود نیست. 


mam 


مجانب‌های توابع زیر را تعیین نمایید. 


گراف توابع هوم و گرافیت 
به شکل توجه کنید. این شکل گراف چه نوع y‏ 


عمودی آنرا نشان دهید. N,‏ 


TT E eT 
رارسم کنید.‎ JO) گراف تابح‎ 

۵ مجانب‌های تابع مذ کور را دریافت و رسم کنید. 

۵ تقاطع منحنی تابع فوق رابا محورهای و لا پیدا کنید. 

فعالیت فوق را این طور بیان می کنیم: 

us mna 


cx+d 
باشد. این نوع توابع دو مجانب دارند که:‎ e0 


f(x) =‏ را داشته باشند» به نام توابع هوم وگرافیک یاد می‌شوند طوری که 


ax b b 
—+— a+— ۲ 
اہ هقی ره وال واد‎ 
کي هو‎ 
S x V 
cx+d=0 > cx=-d E مجانب عمودی (قایم):‎ -2 
c 


مثال 1: تحولات تابع ی( سا 
J‏ 
x—3=0‏ 
x=3‏ 
1- چون مخرج برای 3= × صفر می‌شود. تابع به استثنای 3= × دیگر به تمام قیمت‌های متحول معین 


است؛ یعنی ساحة تعربف تابع: }3{ Domin = IR\‏ 


O 


2- تقاطع منحنی تابع با محور : 


[ )( 20 ; 
2x-1=0 G0) 


pne”‏ اک 
2 


3- تقاطع منحنی تابع با محور : 


2۰0-1 1 1 
7)0( 0-3 3 | ( 3) 
a را‎ L ma Bo) y=2 الف - مجانب افقی:‎ 
E 1 0ب رز‎ x—3 
d -3 
` Ra ۳ ۲-3<0 > x=3 ب- مجانب عمودی:‎ 
C 


5- نقاط بحرانی تابع را دریافته» جدول آن‌را ترتیب و گراف آن را رسم می‌نماييم. 


U 

۱ = eo <0 

a ما‎ (۰ ۱0 ۰ 10 
(x-3) E 


2-1 ا 


حل: ۱ - ۰ > x+1=0‏ 
1- ساحة تعریف et‏ [1-) 1۸۱ ج D,‏ است؛ یعنی تابع در نقطة 1- = × تعریف نگردیده است. 


2- تقاطع منحنی تابع با محور y=0 => x-1=0 > x=1 > (1,0) X‏ 


3- تقاطع منحنی تابع با محور : ( یلا ت ۱ — x=0 epe sm‏ 


0+1 
تعیین مجانب‌ها:‎ -4 
1 +-1-0 > x=-1 الف - مجانب عمودی:‎ 
: ۱ -1 
lim fG)= lim — > f()=y=1 ET 
x—> +0 xt y + J ۳ 


5- نقاط بحرانی Extreme‏ تابع را دریافته جدول آنرا ترتیب و گراف آن را رسم می‌نماييم. 


= تب 
1+ 2 
ro- 555 2 ->0‏ 
(x+1) (x+1) (x+1)‏ 
: 4— ع 5 m s‏ 
(x+]) (x+]) (x+]) 7‏ 
X - 00 =|‏ 
F + 1‏ ال زر 
fol + |- <‏ 
JG) lro ow]‏ 
مثال 3: می‌خواهیم گراف < s s‏ رسم کنیم. 


حل: 
1- ساحة تعریف را مطالعه می‌نماييم؛ دیده می‌شود که تابع به استثنای 0= × دیگر به تمام قیمت- 
)?2 تقاطع با محورات 
الف - تقاطع با محور 3 
uen C S‏ 
x‏ 
2x—5=0‏ 


SALSO 
— ( ) 


ب- تقاطع با محور y‏ را 0= x‏ تابع (x)‏ 7 تعریف نشده است؛ بنابرین محور y‏ نقطة تقاطع ندارد. 


O 


a‏ مجانب‌ها: 
الف- مجانب عمودی: چون در مخرج تابع تنها × موجود است؛ 0 x=‏ مجانب عمودی می‌باشد در 
این صورت محور 7 مجانب عمودی تابع شده می‌تواند. 


ب- مجانب افقی: 2= اک و f(x)=‏ 110 است؛ پس 2 = ر مجانب افقی تابع می‌باشد. 
X‏ 0ص ر 


00ج بز 
b‏ دریافت نقاط بحرانی: برای دریافت نقاط بحرانی مشتق اول تابع را دریافت می‌نماييم: 
217-5 


JfG)= 
x 
] را‎ Oy 2y 15 
رم مر‎ - — s 
X X 
; 5 
Jf'e)= >> 0 
x 
چون 0 < ()7 است بنابرین تابع متزاید می‌باشد.‎ 
x — 00 2 po A 
f'(x) + += + J 
ON | 2 کے‎ isə || —s (2 ۱ 
تعریف نشده‎ P ei 2 
مجتب آفتی‎ M a sasa ——— 
A ۲ 
"I 
| 
À 
3 


NN 
— || — 
۱ 
۱ 
۳ 
کک‎ 3 


s 
تحولات تابع — را تحقیق و ترسیم کنید؟‎ -l 


x 
را تحقیق و ترسیم نمایید؟‎ MOS تحولات تابع‎ -2 


O 


گراف تابع بک مجهولۀ درجه سوم ۷0 y=ax +bx +ex+d‏ 


شکل مقابل» گراف بعضی از توابع را نشان 
A‏ 
ده در Sono‏ کاک ه تاد ط S‏ وا ان ; 

می cas‏ در مورد گراف هر تابع نظر خود را T z‏ 

K نماید.‎ 
=— X .— a >X 

e 
r 


eT ۰‏ 4 + + + یه > 0 5 که تاع درجه چند است. 

۰ ضرایب و حد ثابت تابع مذ کور را بنویسید. 

° مشتق دوم تابع فوق را به دست آورید. 

فعالیت بالا را این طور بیان می کنیم: 

1- تابع درجه سوم 0 + + + = () 7 را طوری در نظر می گیریم که 0< a‏ باشد. 
هرگاه مشتق اول این تابع را دریافت نماییم» یک تابع درجه دوم به دست می‌آید اگر در این 
تابع (0 < (Af"‏ باشد مشتق اول تابع دارای دو راه حل است. اکنون اگر 0 > a‏ باشد. منحنی از 
چپ به راست. اول یک اعظمی نسبی و بعد یک اصغری نسبی دارد. 

f(x) = ax? + bx” + ون‎ + d J 


f'(x) < 3۵26 +2bx+c 
a>0 > Af'> 0 


2 = 3] L LS x : > X 


+ 0 - 0 + |۶0 
— ہا و | IŒ‏ 


O 


2- اگر در تان «cy = ax? + bx? + ex + d‏ 4>0 و 0< ۸۲ باشد. پس f'(x)=0‏ و معادله 
دارای دو راه حل است و برای 0< ۸ منحنی از طرف چپ به طرف راست. یک اصغری 
ans:‏ و asya pese‏ نیسی دارد. 


> X 


دش Si‏ مس ق درچه رم n os‏ نس اس اس ما b‏ ان a jue‏ 
منحنی تابع درجه سوم نقطه بحرانی نسبی داشته ب E‏ 


X max i max min اه‎ e 
I(x.,y.) = ( 2 Ta است از: ) ج‎ 
Ma Max 
0 oT oT x o 
C 7 EC 
Min 


J'(x)= 0 


3027 +2bx +c =0 


b = = z 
s فوق» از حل آن به دست می آید که‎ Dalea که مر کز تناظر آن» بعد از تکمیل مربع‎ 
a 


(CU 


25 در تابع f(x)=ax° + bx +x + d‏ اگر 0 > و ۸۲-0 باشد و 2-0" وضع شود 
معادله یک b‏ دو راه حل مساوی دارد که در این حالت اگر 0 > )۱ باشد» گفته می‌توانیم که 
تابع متناقص است؛ مانند شکل(1)) اما اگر 0 < (×) ۱ باشد تابع متزاید است؛ مانند شکل (2). 


(2) (1) 


مثال 1: تحولات تابع )2 + 1()۲- ۲)-() را تحقیق و گراف آن رارسم کنید. 

حل: ابتدا مشتق اول تابع را به‌دست آورده آن‌را مساوی به صفر قرار می‌دهیم و مختصات extreme‏ 
تابع را تعیین می‌نماييم. و بعد به کمک مشتق اول مشاهده می‌نماييم که تابع در کدام قسمت متزاید و در 
کدام قسمت متناقص است. همچنین نقاط تقاطع با محورات را دریافت می‌داریم و برای تشخیص نقاط 
اعظمی» اصغری و نقاط انعطاف از مشتق دوم تابع استفاده نموده جدول تحولات را ترتیب و گراف 

f(x)= x` +3x - 4 آن‌را رسم می‌نماييم:‎ 
f'(x)=3x2 + 6x 
3x7 + 6× =0 
x(3x + 6( =0 
5 20 , S (= => ر‎ = 2 
J (=Q x = 7g 2 
f(O =0 +3۰0 -4=-—4 
FOJ = 2 +27 -4 


=—8+12-4=0 
J"(x)=0 => 6x+6=0 
6x =—6 
x=-1 


برای به دست آوردن نقطة انعطاف در تابع اصلی 1- <- مر را وضع نموده و قیمت f(x)‏ رابه 
دست می آوریم: 2-2 (2 +1 )1 1 )= (1 (/ 


O 


اا ۱ 
تفاطع L‏ محورات: 


الف - تقاطع با محور X‏ 


y=0 
(x—)(x+2) = 0 

x—1=0 (x+2)°=0 

)2,0—( , (1,0) ج x+2=0‏ >= اك 

x, = -2‏ 
ب- تقاطع با محور : 

2 <- 0 

y=0 +3۰0 -4=—4 > )0,-4( 

y 


> X 


-—— 


مثال 2: تحولات تابع تور + "بر -- (عد) گر را تحقیق و گراف آن را رسم کنید. 

حل: ابتدا مشتق اول تابع را دریافت نموده و سپس نقاط صفری, اعظمی و اصغری تابع را به دست 
ol‏ فة 

ر 

-1 


foss e. 

6 + ل < (0) ۱ 

-3x +6x=0 = x(—3x+6)=0‏ ج 20( زر 
—3x+6=0 > -3x=-6 > x,=2‏ 


Ç. 


x=0 , 


0= 3.0۶ + 03- <(0) ز 


CT تقاط اع‎ 
= (0,0), (2,4 
yT Ga ) 


2- تقاطع با محورات: 
الف - تقاطع با محور w‏ : 
y=0‏ 
-x +3x = 0‏ 
x’ (-x+3)=0 => (0,0) $ (3,0)‏ 
y 2‏ , 20 مد 
x, =3‏ 
— تقاطع با محور y‏ 
O) (0,0)‏ 2 
(U,‏ = 
f(x)=—0° +3.0 =0‏ 
)2 برای دریافت iba‏ انعطاف f"(x)‏ را مطالعه می‌نماییم: 
f"(x)=-6x+6=0‏ 
e= j|‏ 


FO) s ss 
IOS? = (l 2) 


4- حال جدول را š‏ — وگراف آنرا رسم می‌نماييم: 


SS 


aa 


مثال 3 مختصات مرکز تناظر تابع =x -3x +x+1‏ (ور) را دریاید. 


_b s ۰ w. RP . .‏ ۳9 
حل: می‌دانيم که مرکز تناظر از رابطة و با به‌دست می‌آید؛ پس: 
sr m‏ وس او 
3-1 30 


(01,0) مختصات مر کز تناظر 


جدول تحولات توابع زیر را ترتیب و گراف آن را رسم کنید؟ 
a) Jair = + +1 b) f(x) =—(x—1)° -1‏ 
2- مختصات مرکز تناظر تابح 65-3 + 2-27 ()7 را پیدا AS‏ 


در شکل مقابل, در انتروال (2,8) بالای dd‏ / 
نقطه‌یا نقاطی موجود است که از آن می‌توان به منحنی ی Y JOLO‏ 
مماسی موازی با محور ‏ رسم نمود. 7 | 
۵ تابع (76 در کدام انتروال متمادی و مشتق‌پذیر i — RE‏ 


است؟ 
° اگر f(a)= f(b)‏ باشد. نقطٌ ,× را در انتروال (a,b)‏ مطالعه کنید. 


از فعالیت بالا این قضیه به دست می آید: 


قضب 
اگر تابع (C)‏ در اتروال x=‏ ک ےت ادی و در dog‏ 0> 2>2 م ارو ا اه 
ه رگاه f(b)‏ = (0) 7 شود بنابرین کم از کم یک نقطۀ ,× در انتروال > > a‏ موجود است 


که در آن 0 = f'(x,)‏ می‌شود. 


- 0 


`= 

چون تابع f (XO)‏ در انتروال داده شده متمادی و مشتق‌پذیر است» دارای نقاط بحرانی نیز می‌باشد. 

Sll‏ تابع f(x) =c‏ باشد» واضح است که 20 ()"7 است. 

2- اگر تابع f(x)‏ ثابت نباشد و (a,b)‏ € ر×, ,× و 0<() باشد؛ تابع در Elab]‏ ,× یکت 
قیمت (Maximum) bel‏ دارد» که 0 < f(x.) < f(x)‏ است. به همین تر s‏ کر 
f(x,) >0‏ باشد در تابع یک — اصغ ر (Minimum) s‏ دارد. 


از آنجا که در نقاط > (Extreme) ¿l‏ مشتق اول تابع صفر است؛ 0 = f X)‏ می‌شود. 


مثال 1: ias‏ رول را برای تابع cosx‏ = (×) ر در انتروال [a,b]= (z ,5z)‏ تطبیق کنید. 

حل: 1-= (57) = f(r)‏ است؛ بنابرآن تابع (×) برای هر قیمت × مشتق‌پذیر است. در 
(7,57) متصل و در انتروال (7,57)دارای مشتق می‌باشد و مطابق به Rolle ias‏ در انتروال 
(۲,57) کم از کم یک X,‏ موجود است تا (cosx))=0‏ شود چنان که (cosx)'=-sinx‏ 
می‌باشد. پس باید کم از کم یک حل معادلة —sinx=0‏ در (7,57) موجود باشد. 


si" × =0‏ ج 0 = × 910 -این معادله در (7,57) دارای سه حل 47,37,27 می‌باشد. 


مثال 2: ias‏ رول را در تابع کر ر را cd ON‏ 
حل: دیده می‌شود که تابع در نقاط آغاز و انجام مت مشتق‌پذیر نیست» ولی 2223 رول در آن قابل 
تطبیق است؛ زیرا 0= (1) ۶ = (1-) و FO‏ انتروال ]11[ متصل است و در [1,1-] یک 


عد د Xo‏ مو جود می‌باشد تا 0( E‏ شود و آن عبارت از Ü‏ = ود ا 


SO ' u'(x) a 
مشتق را با استفاده از فورمول ا و‎ 


= 555 


re) = 1-0? 


T m n s ° 

۰ میل خط مستقیم PQ‏ را دریافت کنید. Sœ)‏ 

° میل PO‏ با مشتق تابع f(x)‏ چه رابطه‌یی دارد؟ < 
از فعالیت فوق قضية زیر را بیان می کنیم: 


0) 


fa) 7 


قضیه: اگر FA)‏ در انتروال |a,b]‏ متمادی و مشتق‌پذیر باشد» در همین انتروال (a,b)‏ یک عدد 
0 موجود است طوری که (6 - 0)(ع) 7 (a)‏ ()می‌شود؛ یعنی: 


ها( 
Za‏ 
y SS‏ م ر = so)‏ 
Pta ry R I‏ بر ۸-۶6۵ g(a)= f(a)‏ 
s0- r0- OLO. OD n‏ 


نظر به مساوی شدن طرف راست رابطۂ 7 و 11 E a‏ ۱۳ 
c e (a,b)‏ موجود است؛ طوری که g'(c)=0‏ و: 


O 


= g'(x)= f'(c)— 
TO a 
b-a 


g'(x)= f'(x)- 
fO- 9 
b-a 


aa ا‎ f(a) f@&)- f (a) 
_a b-a 


> f(c) 
=> fb)-fa)=f'(c)b-a) 


f'o- 


مثال: در تابع 8+1 - ×2 <() 4225 قیمت متوسط را در [1,3] -[,4] بررسی نمایید. 
حل: دیده می‌شود که تابع Lale o‏ متمادی و در (1,3) مشت بای اس نارآ معان 
قضیة Cð‏ متوسط در )173( Xo‏ موجود است. 


-s ال‎ DG 


È ;‏ = (,) [ 
برای دریافت C‏ داریم: 2+- eoe R S‏ 
sI‏ اا Š ¿Š‏ در اترول )1,3( اشتراک دارده 8 v=‏ اسک 
و > x=‏ در انتروال (1,3) اشتراک نداشته و قابل قبول نیست. 


EN an 
رول در‎ i در انتروال [0,4] طوری پیدا کنید که‎ FE) = 2)4 - x) قیمت مد را در تابع‎ -1 
آن صدق کند؟‎ 
3 
را در تابع 2-2( در انتروال ]0,3[ طوری پیدا کنید که 4225 رول در‎ Xo قیمت‎ =} 


Ol‏ صدی کند؟ 


(L'Hopitall) هوپیتال‎ ôns 
ra am لت‎ 
x>a g(x) wad g (x) 


> i 
طوری دریافت کنید که 1< × تقرب کند.‎ f0)=—— 5 
vE 


۶ لیمت مشتق صورت و مخرج تابع فوق را دریافت کنید و با لیمیت OT‏ مقایسه نمایید. 


Dy j|‏ و ور 


3 
© ليمت تابع 4 f (x)=‏ را در صورتی دریافت نمایید که ۵ — X‏ تقرب کند. 


A + 2»‏ بر 
e‏ لیمت مشتق صورت و مخرج تابع فوق را دریافت کنید و با لیمیت OT‏ مقایسه نمایید. 
از فعالیت فوق» این قاعده را بیان می کنیم: 


¿Az‏ هوییتال: توابع f(x)‏ و g(x)‏ در انتروال (a,b)‏ = — شده و مشتق‌پذبر باشد. 


w ni" O 


را اختیار نمایده قیمت حد(لیمت تابع) مشتق — lim L‏ رادریافت نموده و فت “a AS‏ 
V OO‏ موز مرت 


می‌نماييم اما اگر باز هم نسبت توابع مذ کور در شکل مبهم قرار داشته باشد» مشتق دوم» سوم 

...ام آن‌را دریافت می کنیم تا رفع elel‏ گردد؛ به طور مثال: 
0 2710+ 22 0 ورن 
0 2-4 4 ر تج 
9 42+1 4+1 00 


g'(x) 2x 2 A 


0 


O 


. (2x+5X(x-2) ,„. 27 +5 2:2+5 9 
lim = lim = = ا‎ 
x>2 (x—2)(x+2) 2 x+2 2+2 4 s 
هوپیتال لیمت توابع زیر را پیدا کنید.‎ bdel مثال: با استفاده از‎ 
° a د‎ 
D) تا‎ 2) tim 81 3) ea 4x+6 
x>0 y - 10 2x x>3 x-3 x> 7x" - 2 +1 


جواب اول: 


lim ار‎ 0 
x>0 x—sin2x 0-518 2۰0 0 
. (x+sin2x) ,. 1+2cos2x 1+2 
lim y lm = = 


= = 3 
x50 (x - 10و‎ 2X) 7۵01-2600927 1-2 


جواب دوم: 
ER ST SSI O‏ 
lim = lim = =‏ 
xX—3 a» 3-3 3 0‏ 13 
33 3 ۱ 4 
tim & -81( _ Jim 4 3‏ 
x—3 (x-3) x43 1‏ 


=108 


جواب سوم: 
im - 4 +6 _ °‏ 

x 7X” -2x+1 æ 

۰ Gx? -4x + 6( 

x> (7x? - 2+ 1( 

6-4 œ 


lim < سے‎ 
x> 14-2 œ 
lim (6x—4) ۳ 6 3 


(14x—2) 14 7 2‏ د 


با استفاده از قاعده هوپیتال» قیمت لیمت‌های زیر را دریافت کنید. 


۰ 5 
a) lim b) = 
ا 2 سود‎ 
3 
تا و‎ d) lim% 
x>0 x EOY 


تطبیق نقاط بحرانی 
در شکل مقابل بلندترین و پایین ترین نقاط را نشان 
داده و بگویید این نقاط را به چه نام یاد می کنند؟ 


مثال‌ها 
مثال 1: دو عددی را پیدا کنید که حاصل جمع‌شان 20 می‌شود و حاصل ضرب آن‌ها بز رگ ترین 
قیمت ممکن را دارد. 
حل: اگر عدد اولی × باشد؛ پس عدد دومی 7 -20است و حاصل ضرب آن‌ها را به شکل تابع 
این طور می‌نویسیم: f(x) = x(20—x)‏ و چون عدد x‏ در انتروال [0,20] تحول می کند. نقطة 
اعظمی مطلق تابع را در [0,20] جستجو می کنیم: 
f(x)=20x— x°‏ 
f'G)= 0‏ 
20-2x=0‏ 
—2x = -20‏ 
x =O‏ 
0= 200-100 = *10- 20۰10 = (10)/ 
0= *20.0-0 - (0)/ 
0 = 400-400 = 20°- 20۰20 = (20) 
دیده می‌شود که (۰100 10) نقطهٌ اعظمی تابع است. بنابرین اعداد مطلوبی که حاصل ضرب شان 
100 سرد عارت اند از 10= x,‏ و 10= ر×. 
مثال 2: alas‏ یک متح رک به شکل (۲-2(60-3) = × داده شده است. سرعت متوسط متح رک 
را در انتروال زمانی 3= ,4,1 = را دریافت کنید. 
حل: نظر به تعریف سرعت متوسط می‌توانیم بنویسیم: 


XEN SY 2-0 
مت متوسط‎ =. (t2) (f) Z (4) (3) = = 
= 4-3 4-3 


K 
€ 


مثال 3: نست متوسط بین حجم و مساحت کره را دریافت کنید. 


dv 4 
حجم کره‎ < ۷ Z << = 73 = 7 


3 dx 3 


= ۰2 رهگ > 4 = =S‏ سات کر 
X‏ 


dv 4m? dv 1‏ 
= = = 
ds . ds 2‏ 
مثال4: بین درجه سانتی گرید (C)‏ و فارنهایت (F)‏ رابطۂ (32 - )2 - 6 موجود است. شما نسبت 
مت O‏ 5 
۸ — 
e‏ 


(F +AF -32)-3(F-32) 


AC _C(F+AF)-C(F) _ 5‏ 
AF AF AF 9‏ 
مثال 5: محبط یک زمین مستطیل شکل 2007 است. مساحت اعظمی oT‏ را پیدا کنید. 
به کدام طول و عرض از همه زیادتر است. طول مستطیل را به × و عرض OT‏ را به Y‏ نشان می‌دهیم بنابرین 
می‌توانیم بنویسیم: 
200 = 2 + 22 < میحط 
y=100-x‏ ج 100= ر + <میحط 
X: y‏ = مساحت 
S =x(100-x)=100x-x? , D. =IR‏ 
y>0 —100-x>0 = x<100‏ و x>0‏ 
اکنون مساحت اعظمی تابع S < 1002 - x°‏ را در انتروال 0> × > 0 این طور دریافت می‌کنیم: 
- ۱۸(0- ور 


S'=0=100-2x=0 —x=50 = Ss =2500 E ¿o 
lim S(x)=0 x |0 50 10 
lim S(x) =0 8 هل لا کب‎ 0 
0ج‎ 
S | O4 | =Ü 1 
2500 | O Ti 


@ 


در نتیجه از شکل دیده می‌شود که بز رگگ‌ترین مساحت نسبت به همه» زمانی موجود است که طول 


اصغری شود. 

حل: اگر اعداد مذ کور و ۷ باشند. بنابرآن 200< +۶ است. حال اگر ty =T‏ + فرض 
"بر + دع و7 

= x° + )200- x)° 

= x? + ×” — 400x + )200(* 

= 2x” - 400x + 40000 
T. =4x—400 
To =0 
4x-400 =0 
x=100 


در نتیجه گفته می‌توانیم که مجموعد کوچک‌ترین مربعات عبارت است از: ۰ 220000 Tao‏ 
مثال 17 42 A‏ بالای منحنی v=‏ حرکت می کند. کوچک‌ترین انتروال بین نقطة ۸و مبداً 
کمیات وضعیه را تعیین کنید. 

حل: مختصات iba‏ ۸ بالای منحنی = ر عبارت از ):4 است. بنابر آن: 


4 | سب 
x 2‏ = ردیر + NXA‏ < 0۸ 


— 4 4 8x 8 
04 =× +- << > d'E HE2- E2 
x s. x x 
, 2-8 
5 x 
d' =0 
2 = 
a 5 s 
4 4 8 
d, =(42)} + =2+—=—=4 
(2ل< ور‎ ao 
d ور‎ =4 


در نتیجه» کو چک ترین فاصله از مبدا 2 واحد است. 


@ 


مثال 8: یک مکعب مستطیل را که قاعدة OT‏ مربع است در نظر بگیرید. اگر مجموعد سه بعد OT‏ 
4 باشد. بزرگ‌ترین حجم مکعب مستطیل را دریافت کنید. 
حل: اگر ضلع قاعده را و ارتفاع را لا بگوييم بنابرین داریم: 
24-8 یز > 24 < بر + یز XI‏ 
چون 0 < ر است  >12‏ > 0 می‌شود و حجم مکعب مستطیل عبارت است از: 
LE =m = (0152. 24 = Dx:‏ 


V =24x - V(0)=24-0° —2.0° 

V'(x) = 48x - 6x? =0-0=0 

V'(x)=0 V'(0)=0 

48x- 6x7 = 0 V(@) = 24۰(8)” —2.(8)° 

x(48- 6x) =0 =1536-1024 = 2 

™ () 7(8) = 2 

48 - 67 =0 ۲ )12( =24:(12)2 -2۰012(* = 3456-3456 -0 
-6x = -8 ۲ )12( -0 

9 کڪ 


3 
1- تحولات تابع 1 × + ”× + ”× = بر را دریافت و منحنی آن را رسم کنید. 

2- از یک تخته آهن چادر مربعی که هر ضلع آن 1/7 طول دارد» یک بکس سرباز ساخته می‌شود. از 
چهار کنج آن چهار مربع مساوی خرد ببرید و بعد آن‌را قات کنید. مربع‌های خرد باید به کدام اندازه بریده 
شوند تا بکس مذ کور حجم اعظمی ممکن را داشته باشد. 

3- نزدیک‌ترین نقطه گراف ۳  <‏ رابه نقطه (4)3,0 دریافت کنید. 


O 


نکات مهم فصل سوم 


یک تابع زمانی متزاید گفته می‌شود که تابع fO)‏ در انتروال [a,b]‏ متمادی و در انتروال 
(a,b)‏ مشتق‌پذیر و 0 < ()"7باشد. 

یک تابع زمانی متناقص گفته می‌شود که تابع fO)‏ در انتروال [a,b]‏ متمادی و در انتروال 
(a,b)‏ مشتق‌پذیر و 0 > ()"7باشد. 

متزاید بودن یک تابع به این معنا است که با تزاید متحول × قیمت تابع نیز زیاد می‌شود و 
متناقص بودن تابع به این معنا است که ه رگاه متحول ‏ تزاید نماید قیمت تابع کم می‌شود. 

در یک تابع بلندترین نقطه به‌نام اعظمی (Maximum)‏ و پایین ترین نقطه به‌نام اصغری 
(Minimum)‏ یاد می‌شود. و هر دو نقطه به‌نام نقاط بحرانی یا نقاط Extreme‏ یاد می‌شوند. 
Maximum‏ مطلق: نقطة (xo, f (xo))‏ به‌نام اعظمی مطلق یاد می‌شود. ه رگاه در هر ساحه 
Ca‏ برای هر *۰ f(x) > f(x)‏ باشد؛ f(X)‏ را اعظمی مطلق گویند. 

Minimum‏ مطلق: نقطة ((,)/:,) را اصغری مطلق گویند. هرگاه در هر ساحه 
تعریف f(x)‏ برای هر ٤ )×( < f(x) ex‏ باشد؛ (م×) f‏ را اصغری مطلق گویند. 

منحنی تابع fG)‏ = ر در یک انتروال محدب گفته می‌شود هرگاه در این انتروال به منحنی 
مماس رسم شود و این مماس در قسمت بالایی منحنی واقع باشد. در این صورت. مشتق دوم 
تابع یعنی 0 > f(x)‏ منفی به‌دست می آید. 

منحنی تابع y = f(x)‏ در یک انتروال مقعر می‌باشد در صورتی که در این انتروال به منحنی 
مماس رسم شود و منحنی در بالای مماس واقع گردد» در این حالت مشتق دوم تابع 
f'(x) < 0 ¿=‏ مثبت بهدست می آید. 

نقاطی که تابع را از محدبیت به مقعریت و یا برعکس خود تغییر می‌دهد. به‌نام نقاط انعطاف L‏ 


نقاط Inflection‏ یاد می‌شود. 


ax+b 
L که‎ la 
cx+d J 7 


را داشته باشد» به‌نام توابع هوم و گرافیک یاد می‌شود؛ به شرط اینکه: 


Z 0‏ 6 باشد. 


@ 


۰ هرگاه تابع EO)‏ وال 2 > S‏ ۰ دیز وودر انتسروال Q< x< b‏ مشتقذیر 
و f(a)= f(b)‏ باشد؛ پس کم از کم یک نقطه × در انتروال 0 > × > 4 وجود دارد 
طوری که 0 = f'E)‏ است و این قضیه به نام قضية رول یاد می‌شود. 

e‏ هرگاه تبع () کر در انتروال دی و در انتروال (a,.b)‏ مشت ار باشد؛ پس یک 
عدد X‏ در وس <b — Su)—kb b sa‏ × > باشد» وجوږود دارد و 


J(b)- / (a) 
b-a 
تعریف و مشتق‌پذیر باشد.‎ (a,b) در انتروال‎ g(x) و‎ SO) قاعدة هوبیتال: اگر توابع‎ o 
Z شکل مبهم‎ x= مبهم 7 را وبه قیمت‎ JS x=a — هر کا 7 به‎ 
J'@) 
g'(x) 
گذاری می‌نماييم اما اگر باز هم نسبت توابع مذ کور در شکل مبهم قرار داشته باشد مشتق دوم»‎ 
سوم ...-ام آن‌را دریافت می کنیم تا رفع ابهام گردد.‎ 


A‏ است که به‌نام قضیۀ قیمت متوسط یاد می‌شود. 


را اختیار نماید. جهت دریافت قیمت حد(لیمت تابع)» مشتق رارت دد کے 


تمرینات عمومی فصل سوم 
به سوالات زیر چهار جواب داده شده است. شما جواب صحیح را انتخاب کنید. 
1- اگر یک تابع در انتروال [0,8] متمادی و مشتق‌پذیر باشد این تابع وقتی متزاید است که: 
a) f(x)=0 b) f(x)<0 c) f'(x)>0 d) f(x)20‏ 
2- در یک تابع بلندترین نقطه را: 


a) می گویند‎ Minimum b) x £ _elnfliction c) +, Maximum d) هیچ‌کدام‎ 


3- نقاط بحرانی تابع حدم = F(a)‏ عبارت است از: 
ندارد d)‏ سه نقطه c)‏ یک نقطه b)‏ دو نقطه a)‏ 
4 -نقطه‌یی که تابع خود را از محدبیت به مقعریت تبدیل می کند: 
هیچ‌کدام d)‏ نقط اصغری c)‏ نقطة انعطاف ikä b)‏ اعظمی a)‏ 
5- ساحة تعریف تابع » + + ax‏ (0) ۴ عبارت است از: 
هیچ‌کدام a) (—@ , + ©) b) (~œ , 0) c) )0,-( d)‏ 


س P‏ ۳ 
6- مجانب عمودی E‏ 


B) 2 c) x=-] d) x= —2‏ > ۶ ل( 
7- مجانب عمودی توابع هوم و گرافیک عبارت است از: 
گر( گر( Dr‏ 
c c d‏ 
a) 4 b) 6 c) -6 d) -4‏ 
9- از روابط زیر کدام یک درست است: 
Sœ ۸۵‏ ۳ 0 
هیچ‌کدام O SU T b) Leay 02-00 o) Do a d)‏ تنل a)‏ 


© 


سوالات زیر را حل نمایید. 
میل منحنی تابع f(x)=x - x‏ را در نقطۂ P(3,0)‏ تعیین کنید؟ 
در تابع < fix)‏ تغییرات متوسط را در انتروال [3,4] پیدا کنید؟ 


3 با استفاده از خارج قسمت نیوتن مشتق توابع زیر را دریابید: 


9 


1) f(x)=2x 2) f(x)=3x? -1 3) f(x)=vV2x 
در نقاط داده شده مشتق توابع زیر را پیدا کنید:‎ 
1( f(x)=2x-1 و‎ x =-l DO شا و‎ 
مشتق توابع زیر را دریابید:‎ 
1( fG) = 2x - خر‎ 2( )( 32 -1 
در نقاط داد شده مشتق توابع زیر را دریابید:‎ 


1( AO) - م3‎ . Xx =l 


2( (0) = 62 27-1 و‎ x 


از تابع f(x) =3x7 -4x -3x‏ چهار مرتبه مشتق گرفته و گراف OT‏ را رسم نمایید. 
مشتق توابع زیر را دریابید. 

1( f(x)=x secx 2) f(x) =sin3x-1) 3) f(x)= cos? 2x 
کدام عدد مثبت با معکوس خود جمع گردد» حاصل جمع آن‌ها از هر دو عدد کوچک تر می‌شود؟‎ 


2 
TT aD 
S را رسم‎ J G) Te گراف‎ 


1 گراف تابع 


7 
X 


4 
Aan‏ را رسم کنید. 


3. گراف تابع مثلثاتی y = tan x‏ را رسم کنید. 


فصل چهارم 
انتبکر ال‌ها 


C) 


۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۵ ۵ = 


w  _ سر‎ -o —— 


مجموع ریمان 


TOEN SESOSP Riemann’s Sum 

مساحت چهارضلعی محبطی و محاطی دايرة مقابل 2 
را که دارای شعاع یک واحد طول است. حساب 
کنید و بگویید که مساحت این دایره چه رابطه‌یی با 


مات چهارضلعی‌های مقابل دارد. ۱ 
a‏ 

Jà 2 

= = ۳ ۲ 10 
HOL DESTEK‏ [0,4] رسم و = 
iss‏ آن‌را خط خط کنید. رس 

سطح محصور iai‏ آذرا خط Le‏ کن i‏ 
۰ مجموع مساحت‌های چهار = مستطیا تحنانی و مجموع سور 

: 2 3 4 ->X 


مساحت‌های چهار مستطیل فوقانی گراف تابع y=2x+2‏ را 
که در شکل osla olis‏ شده اند» دریافت کنید. 

9 مجموع مساحت‌های مستطیل‌های تحتانی و مجموع مساحت‌های مستطیل‌های فوقانی با مساحت 
تحت گرا تابع در فاصلۀ داده شده چه رابطه‌یی دارند؟ 

@ عین فعالیت بالا را این بار با هشت مستطیل مساوی تحتانی و هشت مستطیل مساوی فوقانی تکرار 
و نتیجه را با مساحت تحت گراف در ¿Lo‏ مذ کور مقایسه کنید. 

0 ه رگاه تقسیم فاصله را به خاطر تشکیل مستطیل‌های" تحتانی و فوقانی گراف تابع بیشتر ساخته برویم» 
قیمت مجموعی مساحت‌های مستطیل‌های تحتانی و قیمت مجموعی مساحت‌های مستطیل‌های فوقانی 
به کدام قیمت نزدیک شده می‌روند؟ 


از فعالیت فوق» این تعریف به دست می‌آید: 


z = 3)‏ 
هر گاه تقسیمات فواصل بالای محور X‏ بیشتر شود یا به عبارۀ دیگر» به هر اندازه که تعداد مستطیل‌ها ah j‏ شود به همان اندازه مساحت 


O 


تحت گراف دقیق تر به دست می آید. 


تعریف: فرض کنیم تابع ( 1 Jia ps‏ ستة |a, b|‏ متمادی و تعریف شلده است اکر 
بخواهیم مساحت al‏ واقع بین محور X‏ و منحنی تابع y= f(x)‏ را که قابل تبدیل به اشکال 


y 
4 


` سم‎ 
g— = 


p X 


° 


انتروال بستة La, b]‏ رابه n‏ مستطیل‌ها تقسیم می کنیم» طوری که عرض مستطیل‌ها از رابطه 
b-a‏ 
n‏ 


X, = 4, X = q+ Ay,x,=a+ 2Ax....x, = a +IAX, ... ,X, =b 


[xox] ° | [ea]. e E TA 
و مساحت مستطیل‌های فوقانی شکل‎ f(x, (۵ + اگر مساحت‌های مستطیل‌های تحتانی شکل را‎ 
نشان دهیم» داریم که:‎ /(x;)Ax بالا رابه‎ 
مجموع مساحت‌های مستطیل‌های تحتانی‎ = f(x )Ax+ f(x, (۸۲+ ۰ + f(x, )Ax= 5 f(x; Ax 


f(x )Ax+ SOA ... + fG, )Ax= Y f(x, )Ax‏ = مجموع مساحت‌های مستطیل‌های فوقانی 
اگر مساحت محصورشده را a‏ 4 نشان دهیم» داریم که: Y f(x )Ax< A< Y f(x) Ax‏ 
حال اگر از اطراف رابطة بالا ليمت بگيريم داریم که: 


n 


lim 3, J (x, 1) Ax < lim A< lim >` f(x,) Ax 
n+ H—o 22 


n—oo f 
jal 


lim 2 f(x, ,JAx ساندویچ داريم که:‎ inas نظر به‎ 
n+ ZE] 


O 


SME‏ را مجموع رما واکر از OT‏ مجموع ليمت بگیریم» lim 2 f (x;)Ax‏ را 
i=1 iz!‏ 

ليمت مجموع ریمان گویند. 

تابع 1+ ”× = ر و محور X‏ را دریایید. 

حل: اگر انتروال ]0,2[ را به چهار قسمت مساوی تقسیم کنیم» عرض مستطیل‌ها چنین به دست 


تا 
aa‏ 2 4 


ب 

Paal ° [xx] ° [s xxi] 
1 1 3 3 

[0, ° Dil ° l!, a ۳ 1 


قيمت‌های به‌دست آمده را به عوض × در تابع وضع می کنیم: 


f (x)= x +1, f(0)=1 


۶-125: 0-2 IA 
fÈ=325, £2) =5 ۳ 


اد 
دا | دج 


O 


> X 


1 1 1 1 
S G Q‏ 9 مجموع مساحت‌های مستطیل‌های تحتانی 


1 1 1 1 


3.75 < 4< 5.75 


مثال 2: لیمت مجموع ریمان را برای تابع ‏ +1= f(a)‏ در انتروال ]1,10[ دریابید. 


@ 


x, = a+ Axi " 1 TO. 
n 
lim < £ (x, Ax =lim[> (1 + x; )Ax] 
n+ o Pn n—o i-1 
= lim[Ax> (1 + x; )] 
0ج و[‎ Pn 


= ان‎ 1 + ۸ x] 
0 = i=l 


n—> %0 


= lim[” >. 1+ ۸۶ (a + Axi)] 
N iz i=l 


aa SS 
=lim— ۰ í (1I+—i 
12 2 P 
زر اا ادا‎ 
توا‎ H =i 71 Eî H iz 
n— n H n 2 


2 
ا‎ 
2n 


La 11 


)] 


2 2 
To a +9n U 
n 


no 2n 


2 
- timpo + + 
Lac 11 2n 
7 
“D. w ak 


10 11 


2 
= lim[9 + A -+ a 


n>% 2n” 2n’ 
99 81 


= lim[9 + — + — 
ات‎ 2 z. 


s e 
2 


] 


manam 


1- با تقسیم نمودن انتروال [0,3] به شش قسمت مساوی» مساحت محصور بین خط y = 3x‏ و 
محور × را محاسبه کنید. 
2-برای 0.5 = ×۸ و با در نظر داشت قیمت‌های oala‏ شده» جدول گراف زیر را رسم و مجموع 


مساحت‌های مستطیل‌های ¿k=‏ و فوقانی آن‌را حساب کنید: 


[y] ای ول‎ am, | 


3-مساحت مثلك 0۸3 تحت خط 8-27« شکل زير را در انتروال [0,4] با استفاده از لیمست 


مجموع ریمان دریابید. 


مفهوم انتیگرال 
Concept of Integral‏ 
همان‌طور که می‌دانید» مساحت تحتانی و فوقانی اشکال 


توسط انتیگرال محاسبه می گردد. 


LT‏ می توان مساحت فوقانی تصویر مقابل را دریافت کرد؟ 


تابعی که مث مشتق OT‏ معین باشد و يا به عبارۀ دیگر» ليمت مجموع ریمان را انتیگرال گویند. علامة 
کال (D‏ می‌باشد که کش šA‏ حرف S‏ کلم Sum‏ با مجموع ریمان است. به طور مثال 
im G )Ax=| fG)ax‏ که در اینجا f)‏ را تابع و dx‏ رامتغیر انتیگرال گیری نظر به 
متحول ‏ گویند. 

به طور معمول انتیگرال‌ها دو نوع اند؛ انتیگرال غیرمعین و معین که به ترتیب» به مطالعة هر یک از 
1- انتبگر ال Indefinite Integral cys y‏ 


فعالیت عر 

° اگر تابع Po S‏ باشد» از تابع داده شده مشتق بگیرید؟ 

e‏ از حاصل مشتق به دست آمده» دوباره انتیگرال بگیرید. 

٩‏ حاصل انتیگرال به دست آمده را با تابع اولیه مقایسه و بگویید که (1-) در تابع مذ کور به نام 
چه یاد می‌شود؟ 

۰ اگر (1-) را در تابع فوق ) بنامیم تابع (x)‏ / سای ےه ج 

° فعالیت فوق را برای تابع 1+ J SS (= X°‏ کید agea PE E daag‏ بے ت 


Q 


تعر یف: هر گاه تابع f(x)‏ در انتروال 2 [a,b]‏ تعریف شده و F(x)‏ یک تابع اولیه از (7)0 
باشد. ست توابع FG) +C‏ را در حالی که C‏ یک عدد ثابت اختیاری است. به نام انتیگرال 
غیرمعین از f(x)‏ یاد می کنند و می‌نویسند: 

f f dx = F(x)+C 


مثال 1 : dx‏ ۳ ۳ دریایید. 


X 
|x a=- حل ا‎ 
1 ۸ 
1 Ñ | و‎ 
s j 7 4۲ - + 0 = + 0 =¥ x" +C حل‎ 
2 =>] = Í 
7 
3 
را دریابید.‎ dx :3 مثال‎ 
ul z 
2 x? x? > 2 
|2 4-3 + رگ 6 += ن‎ + 0 x +C حل‎ 
—+1 = 3 
2 
` 
9 
انتیکرال‌های زیر را محاسبه کنید:‎ 
2 
و‎ x° dx 
a) E dx d) Í ره‎ 
b) ۳ dx e) [Vx -x dx 
l d 
c) ۳ X 


O 


خواص انتیگرال غیر معین 


| E 9 کک‎ nite e 
[Leo + O pe خواص در‎ 557 
(L í معین نیز موجود می‌باشد؟‎ 


, g(x) = 0 


e°‏ با استفاده از خواص مشتق. مشتقات توابع زیر را دریابید: 
f G) =3‏ 
1 
fo)=2x -—‏ 
x‏ 
f(x) = sin x + cos x‏ 


E Ñ 


از فعالیت فوق نتيجة زیر به دست می آید: 

همان‌طور که برای دریافت مشتق توابع از قوانین یا خواص مشخص استفاده می‌شد. انتیگرال‌های 
غیر معین نیز دارای خواصی اند که آنها را بدون ثبوت قبول می کنیم. 

1-اگر ۸ یک عدد ثابت باشد داریم که: 


1-1 |dx=kx+C 


مثال: *54] را دریایید؟ 
حل: 5+0 | 52-5 | 


n+1 


?= -اگر 1 - 7۶ باشد» پس داریم: +C‏ سس - بر fx‏ 


C) 


مثال: * | را دریایید؟ 
2 1 
+C=-x +C:‏ 
حل 5 4+1 
3-اگر a‏ یک عدد ثابت و f(x)‏ تابع باشد» پس: 


jaf (Dax =a f f (ax 


2 = 


مثال: |2x dx‏ را دریایید؟ 
3 
حل: )+ [2x ax = 2a - 2+ c= ax‏ 
4-اگر f G)‏ و g)‏ دو تابع باشند. در این صورت حاصل جمع و حاصل تفریق توابع تحت 
انتیگرال مساوی است با حاصل جمع و حاصل تفریق انتیگرال‌ها به طور جداگانه: 
dx | gG) ax‏ روز | = 2004 + [ICO‏ 
مثال ها: 
[Ox +3۵ = [2ae+ ] 34 = 2 +3x+C‏ 
dx- 2] xdr =8x-x° +C‏ ]8 = 242 -8) | 
5-اگر یک ترادف توابع تحت انتیگرال باشد» در این صورت انتیگرال OT‏ مساوی است با مجموع 
انتگرال هر حد آن: 
SAO. f, (Oar = | f (Dar + | f (Dax +...+ | f, da‏ 
مثال: 
fir - 6x7 +9x+1[ dx = | x°dx — | 6x? dx + | 9xdx + | dx‏ 
2 3 4 
p +x+C‏ 0 — 
6- اگر f(x)‏ و g(x)‏ دو تابع باشند» در این صورت حاصل ضرب دو تابع تحت انتیگرال مساوی 
نیست با حاصل ضرب انتیگرال‌های توابع به‌طور جدا گانه: 
SLO- ax | fax: | ga) ax‏ 


@ 


مثال: اگر sx+1‏ ۱۱ و g(x)= x-2‏ باشد. 
حل الف: ابتدا برای دریافت انتیگرال has‏ ضرب دو تابع را اجرا کرده و بعدا از آن انتیگرال 


می گیریم: 
-2x+x-2) dx‏ تم | = ])2 D=-‏ + :م] | = TLE) dx‏ 
2)dx‏ - بر - ”)| = 
x dx- | xdx- |2dx‏ | = 
E‏ 
2 3 
حل ب: حال برای دریافت انتیگرال از هر تابع جداگانه انتیگرال گرفته و بعد از آن هر دو حل را 
با هم مقایسه می کنیم: 


| ۶64۰| gar | جع‎ D ax ]6-2( dx =(|xdx+ | (۵-240 
ا‎ 


3 2 2 2 
E EE 
9 2 2 


در نتیجه به مشاهده می‌رسد که مساوات فوق حقیقت ندارد. 
7-اگر (70 و ga)‏ دو تابع باشند» در این صورت انتیگرال حاصل تقسیم دو تابع مساوی 
نیست با حاصل تقسیم انتیگرال‌های هر یک از آنها: 

g(x)# 0‏ عص x‏ 
مثال: اگر ×2+ ”× = fO)‏ و × = g(x)‏ باشد. 
حل الف: ابتدا انتیگرال حاصل تقسیم دو تابع را به دست می آوریم: 


e N hy |2 


= ] )+2( dı: = 42x40 


@ 


حل ب: حال انتیگرال صورت و مخرج را جدا گانه دریافت نموده بعد هر دو حل را با هم مقایسه 


می کنیم: 


در نتیجه» معلوم می‌شود که مساوات فوق حقیقت ندارد. 


3 
ER 


f de [ot +2x)de fxdx+ ] 2xdx 


fea 5 | xax 5 | xax 
مب بمب دهع‎ 
jx i دی‎ 
۳ HOLS 


g(x) Í g(x)dx 


از خواص انتیگرال استفاده نموده» انتیگرال‌های زیر را به دست آورید: 


) Í (+> و‎ 


l+x 


d) | a=? 
x 


Í (2x+3) dx=? 


Í (2+x)dx=? 


h) 


|-17ax=? 


f2x*dx = y 


| (2x? +4x° -5x +9) dx =? 


w ED 
g) Í 7 dx= 


انتیکرال معین 
Definite Integral‏ 


P 


ت 
° گراف تابع EET‏ را در انتروال [2,5] برای 5 = ۸ رسم نموده و مساحت تحتانی آنرا د 
۵ در شکل مساحت تحت گراف بین کدام دو عدد محدود گردیده است؟ 

از فعالیت فوق تعریف زیر را می‌توان بیان کرد: 

تعریف: ليمت مجموع ریمان تابع f(x)‏ در انتروال بستة [a,b]‏ وقتی که عدد n‏ به بی‌نهایت تقرب کند 
و بزرگ‌ترین طول انتروال‌های فرعی (Ax)‏ به صفر نزدیک گردد به نام انتیگرال معین تابع f(x)‏ از 


7 b 
lim > f(x) Ax = | f (Dax = [F (J = F(b)- F(a) E s و‎ 4 
n+ [-ز‎ ۳ 

که در اپنجا G‏ را سرحد پایینی و b‏ را سرحد بالایی انتیگرال گویند. 


3 
مثال 1: قیمت انتیگرال 2 را دریابید. 
1 


3 x 3 3 
3 1 27-1 26 
x dx = = = ۳ 
۴ z S mas حل‎ 
oe 05 5 خر ی‎ e رت‎ 
c ss 34: حل: تیگرال مین‎ 
۲ <3 نشان داده شده‎ E 5 s 
| ات‎ 
سس‎ p> X 
Ja © 


مساحت این مستطیل مساوی است با حاصل ضرب طول در عرض آن: 
5 3۰5 -((1-) - 304 = مساحت مستطیل 
4 
با استفاده از انتیگرال داریم که: 3-5-15 - (1 +304 - i j‏ | 
=i‏ 
مثال 3: مساحت محصور شده توسط خط ۲-1 2 و 


محور × را در انتروال [0,3] در بایید. 


حل: 


با استفاده از شکل» اول مساحت مثلث بز رگ یعنی طرف راست را به دست می آوریم: 
1 1 


A <-)2۰2(--۰4-2‏ 
— 
۱ 1 1 1 
مسا S les e=‏ کرک ار عراز .از 
Í i‏ 2 2 2 
مجموع مساحت‌های ,4 و ر4 مساوی است با: 2-2-5 - ,4+4 
“ سس 2 2 3 
در نتیجه» قیمت انتیگرال مورد نظر عبارت است از: 3-1.5 0-3 ]3 [C-D a= TE‏ 


0 


کے 


Ñ En an 


1- با استفاده از شکل مقابل مساحت محصور بین 
خط 1+ 2-2 y‏ و محور × را در اتتروال )2( 


O: 


mi >X 
۷ 
D ۰ 


=l 
5 “c 


2- مجموع مساحت‌های مستطیل‌های تحتانی و فوقانی تابع ”× =(×)£ را در اتتروال [0,1] و n=4‏ 


Q 


خواص انتیگرال معین 


' Properties of definite Integral 
| cax TEE eee 


a 


می‌توان رابطه‌های مقابل را تکمیل نمود؟ j‏ 
[/(x)+ g(x)] dx r=?‏ 


[reo ax 


ای 


= 
kal 
b 


e‏ قیمت ×4 ×| را در انتروال [1,1-]دریابید. 


2 
+3x)dx — °‏ | را محاسبه کنید. 
0 
از فعالیت فوق نتیجۂ زیر را می‌پابيم که: 
محاسبةٌ بعضی از انتیگرال‌ها با گذاشتن قیمت امکان‌پذیر می‌شود اما از بمعضی از آنها امکان‌پذیر 
نیست؛ بنابرین برای حل آنها ضرورت است که خواص انتیگرال‌های معین را ثبوت کنیم: 


b 
است.‎ [a,b] در انتروال‎ C ت64 ] عبارت از انتیگرال تابع ثابت‎ -1 


í = CÎ a = C[x] = C(b- a) 


b-a :‏ 
ثبوت: انتروال [a,b]‏ رابه ۸ قسمت مسا بت s‏ ۱ 20 | عدد ,× از 
تبوت: انتروال [a,b]‏ را ب a‏ تقسیم و برای هر عدد x,‏ از 

E i=0,1,2, ... n ارول ام داریم که:‎ 
sS (OA Og s sm 
1-1 =l H 11 


= 00 +++) - 60-0۳-66 ۵ > | Cdx = Cb ~a) 


C) 


4 
مثال: انتیگرال [dx‏ را محاسبه کنید. 
3 ۲ 
حل: 4-3-1 و۲1 - r‏ 
3 
2- اگر f (e)‏ در انتروال [a,b]‏ انتیگرال‌پذیر و ۸ یک عدد حقیقی ثابت باشد؛ در آن‌صورت داریم: 


5 k ۱ f(x)dx 


lim S, = lim > f (x; Ax = lim 93 f(x; Ax 
b b b 
= klim > f(x Ax =k | fo) dx > [k fo)ax= k | هدر‎ 
۱00 =] 7 s 2 
2 
را محاسبه نمایید.‎ ] 4 dx مثال: انتیگرال معین‎ 
2 2 i 
| 4dx = 4 | dx =4fx}, =4(2+2)=4(4)=16 
۳ رو‎ 
اگر تابع ()۳ تابع اولیه از (۶)ر و در انتروال [,2] متمادی باشد» در این صورت داریم:‎ -3 


۳ 


far = | Oar = FO)- F(a)==(-F(b)+ F(a)‏ وا 
=(F(a)-F@)=-| 6۵4۲ > | (4 --[ f (ax‏ 
2 3 
مثال: تساوی انتیگرال 207 |- = 2707 | را حساب کنید. 
3 2 


حل: ابتدا انتیگرال طرف راست و بعد از OT‏ طرف چپ مساوات را محاسبه می کنیم: 


تت 7 2 2 3 

|= c 757 10 و‎ 

2 

کم 7 2 2 2 

اس سوت را 20 2 = ja‏ 
3 


5 


2 
با توجه به قيمت‌های به‌دست آمده می‌توان نتیجه گرفت که: ۱۳ 
3 2 
4- اگر تابع f(x)‏ در انتروال [a,b]‏ متمادی باشد. در OT‏ صورت داریم که: 04-0 
ثبوت: چون 0 = Ax‏ است. بناب OT‏ داریم: 
lim >, f(x )Ax = f fœ@dx=F(a)-F(a)=0‏ 
n—> 0 zE] 7‏ 
۲-0( | > 
3 
مثال: انتیگرال 377 | را حساب کنید. 
3 
3x?‏ 3 
حل: 3-3°[=27-27=0][= 3d = [7F =[x?Ji‏ | 
3 
sf) KES‏ ()ع دو تابع انتیگرال پذ پر در انتروال [a , b]‏ باشنده در آن صورت داریم: 


Otoda = | fdt | g0) ax 


a 


نبوت 
=m) LG) +g(x)] Ax‏ | 
g(x )4x]‏ > ۵۲۶( ]و = 
lim > f(x) Ay+lim)”a(x)Ax‏ 
j ; `...‏ — 


1 11 1 1 1 3 
a) (4+3 )ax= j4ax+ [32 dx = 4f ax +3 fx’ dx= 4[x]1+3 |۳1 2 1-5 
0 0 0 0 0 


3 3 3 ai? 
0 0 0 ü 


3 mea 
Co) 


6- اگر (20) در انتروال بسته‌یی( ظ,۵) که شامل نقاط a‏ ,2 و » طور ی که >> ۵ است. 
انتیگرال‌پذیر باشد داریم که: 


n‏ را 


ثبوت: در اینجا انتروال [a,b]‏ را مطابق شکل به دو انتروال 
[»,0] و |c,b]‏ تقسیم نموده انتیگرال JE)‏ را در هر یک 
از این انتروال‌ها در نظر می‌گیریم. طبق مفهوم اصلی 


b 
PX abe انتیگرال» 4( | =4 در حقیقت مساحت‎ 


محصور بین گراف تابع راز y‏ و مور در p|‏ ها د ال کا هقی 


سطوحی که بین همین گراف به ترتیب در انتروال‌های [a,c]‏ و m]‏ 5 5 
b c‏ 
شکل واضح دیده می‌شوند» عبارت اند از: A Toa‏ و | A=‏ 
b g b‏ 
در نتیجه» نظر به بالا گفته می‌توانیم که: 4۲( | +4( A=4+4 >| f@dx=|‏ 
n Ñ 8 i 10‏ 
مثال: اگر انتیگرال 4-7( | ۲ 604-2[ تا OL‏ را ای 
0 0 8 


حل: 
Í 7 )0( 4 = Í f(x)dx+ Í (۲‏ 


hoeka 


حال قیمت انتیگرال‌ها را وضع و محاسبه می کنیم: 


[ra| sdfs =17-12=5 


O 


1 توابع Fœ > ga)‏ در انتروال [a,b]‏ انتیگرال‌پذیر باشند» در آن صورت داریم که: 

j f(x) dx > Í g(x)dx 
fed- | fo) ax = figa- fG)]de= lim > [gC)= f0] Ax ثبوت:‎ 
و 0< :۵ است. هر یک از دود سلسلة شیر غر لیمت‎ s )( < 0 از آنجا که‎ 
آن نیز غیرمنفی می‌باشد؛ یعنی:‎ 


lim [g(x (- f(x] Ax > 0> fl- /(0]ar >0 
fea- ffod 0> feaz fax 


b b 2 2 
EE E مثال: اگر 21-5(« سم +21 )ع‎ 
دریابید.‎ 
حل:‎ 
b x2 b x 
۳ j 
b D e b D 
۳ 
e > T 
a 12 ۷. a 6 a 
است. بنا بر آن:‎ (b—a)> 0 می‌دانيم که‎ 
رو‎ 5 e E E 
12 6 
ی‎ 
12 6 


/+(a” + ab+ b°) 


@ 


8-اگر تابع () 7 در انتروال [a,b]‏ متمادی و ۸1,7 به ترتیب قیمت اصغری مطلق و اعظمی 


b 
m(b-a)< | (4۲ < M(b-a) مطلق تابع در این انتروال باشند» در این صورت:‎ 
b b b 
[max > | f (ax < |M ax 
a a n a 
m(b-a)< | fo) de < M(b-a) 
0 


رابطة اخیره به نام قضية تخمینی انتیگرال یاد می گردد. 
1 
مثال: انتیگرال jer dx‏ را به طور تخمینی حساب ss‏ 
0 
حل: چون تابع fG)= e>‏ در انتروال [0,1]متمادی است و 1= M = f(0) =e‏ اعظمی مطلق 
و ' = (7)1 m=‏ اصغری مطلق دارد» داریم که: 


m(b - a) > OL > M(b-a) 


1 


۸ 


-1 
e = 


fe — dx <1‏ 36195 .0> 0.3679 یج 


1 
> 
0 
1 
e 


در نتیجه» قیمت انتیگرال مذ کور بین عدد1 و 0.3679 قرار دارد. 


9-اگر تابع f)‏ در انتروال بستة [a,b]‏ متمادی باشد» در این صورت یک عدد حقیقی ce‏ 


>> 4 وجود دارد که: ۵۵-۵ d=‏ £ | 


O 


ثبوت: برای a <b‏ هرگاه ۳ و M‏ قیمت‌های 
اصغری و اعظمی مطلق تابع در انتروال [a,b]‏ 
باشند» مانند شکل مقابل بنابر قضية تخمین 


انتیگرال برای |o]‏ > داریم که: 


m(b-a)< | f (dx > M(b-a) = ms > 
a b-a; 


b ۱‏ 1 
میک لا مت رو 
حقیقی a > <b cc‏ داریم که K = f(c)‏ است؛ پس: 
b b‏ 1 
[e a> [164-۵6‏ — - )۶ 
a. a‏ 
رابطة اخیر به نام 2225 قیمت متوسط یاد می گردد؛ زیرا عدد f(c)‏ عبارت از قیمت متوسط تابع 
(2) کر در انتروال L‏ 
مثال: تابع x°‏ = (×) ۶ را در انتروال [LA‏ در نظر بگیرید. آیا می توان نشان داد. 
f ; 64 1. 64-1, 63‏ 
: ارس - = “a j‏ 
حل I,‏ ۲ ۲۳ | 
چون تابع f(x) < x°‏ است. حال اگر به عوض x‏ قیمت € را در تابع وضع کنیم SOEP‏ 


می‌شود که از اینجا نظر به فورمول قیمت متوسط, قیمت C‏ به‌طور زیر به دست می آید: 
b‏ 
۵-۵ = ۲60۵4 | 


حال در رابطة بالا قیمت وضع می کنیم: 
4 
|x dx =” )4-1(‏ 


1 


21 
c=‏ >—7= فى د 1 3= 21 


E ۱۱۱ ۲ 7‏ ل 


@ 


پس واضح شد که یک قیمت تابع مساوی با می‌شود و 4 > ۰/7 >1 است. 
متوسط f (c)‏ عرض مستطیل و ba‏ طول مستطیل است. بنابرین مساحت تحت منحنی در 
انتروال [L4]‏ مساوی با مساحت مستطیلی است که اضلاع آن 7 و 3 می‌باشد. 


1- انتیگرال‌های معین زیر را محاسبه کنید. 


nje +2)dx=? . 
و‎ pje ی‎ dx=? 
ofod- ? pjer رح‎ dx=? 
ajde dx=? 


4 1 
2 و( fre)‏ رادر ۲ وال Elab [=i‏ 9= ۳۸۵9 و 
1 ۳1 


Ier = -2‏ باشد. 


1 


3- تابع s m‏ را دو انتروال 0,21 در نظر کرفته و ار آن E‏ 


@ 


قضایای اساسی مشتق و انتیگرال 
یک موتر با سرعت 72 در حال حرکت 
sec‏ 
اس رانند: آن ب رک id ly‏ می‌دهد و مور ٩9 )۶( < ۷۵ ۰ t‏ 
بعد از 6 انيه توقف می کند. فاصلة طی شده در 


این مدت را دریایید؟ 


wi 
را در نقطة 0= ۸ به دست آرید.‎ f(x) = ×” با استفاده از تعریف مشتق» مشتق تابع‎ ° 
AE ما‎ pata اشگرال ے کیت‎ 6 
قیمت به دست آمده را با تابع اولی مقایسه کنید.‎ ۵ 


از فعالیت فوق نتیجة زیر را به‌دست می آوریم: 


بین مشتق و انتیگرال یک ارتباط منطقی وجود دارد که با استفاده از این ارتباط می‌توان قضایای 


اصلی و اساسی مشتق و انتیگرال را به‌طور زیر به اثبات رسانید: 
1- قضية اول اساسی مشتق و انتیکرال: 
اگر تابع SE)‏ در انتروال [a,b]‏ متمادی و × در این انتروال شامل باشد داریم: FO - [ro dt‏ 


چون تابع f (x)‏ در انتروال [a,b]‏ مشتق‌پذیر است» پس برای هر xe[a,b]‏ و (۲) < Fx)‏ می‌باشد. 


ثبوت: چون تابع f(x)‏ در انتروال [ط,4] ٤‏ × متمادی است؛ تابع در انتروال [a,x]‏ نیز متمادی 


می‌باشد و در نتیجه» تابع از درا ار وال اش I Ojo‏ 


حال مشتق تابع F (x)‏ را طبق تعریف. نوشته و متحول X‏ رابه اندازه h‏ تزاید داده» داریم که: 


F'() = f(x) 


im Et) F(a) + F(a) F() 


h—0 h 


F(x+h)- F(x) _ 
= 


x 


Fath- F(a)=(F(®=F(a) p FO FON 
h h—>0 h 


@ 
T 


Fo) و‎ 


F'O) = lim 


=  )( اکوت‎ 


FO -FO 
F'(x) = lim 

h—0 h 
x+h x 
| O ۹-۵ 
F (x) 2 lim a 7 a 


نظر به خاصیت سوم داریم که: 41 0) £ ]-- 4۶( | 


HOLS HOL 

E 7 
04+ ]/04 ۰ 

s‏ سا 


x+h 


اما بتابر قضیه قیمت متوسط SO =T JSO a:‏ است که » بین « و +5 قرار دارد؛ پس 
وقتی که h‏ به طرف صفر تقرب C AS‏ به × تقرب می کند و به دلیل متمادیت تابع f(x)‏ داریم: 
x+h‏ 


F(9 =m [۶-۳۶۵ = fO) 


در نتیجه: F(x) = f (x)‏ می‌باشد. 


x Pl 1 
مثال: مشتق > | =(۳0 را بابید.‎ 
حل:‎ 
x g(x) 
۲ - [f(D a Fo) = |fOdt 
u= g(x)=x°+1 
1 
eT 
F= f (2(0): L'E) نظر به قاعدة زنجیری داریم که:‎ 
, = A 2 e 1 5 
O. (7 +1) +1 (x +D? +1 2 
P 2 
DO (e I) 21 


2- قضیه دوم اساسی مشتق و انتیگرال: 
اگر تابع FG)‏ تابع اولة f(x)‏ در انتروال ستة [a,b]‏ و متمادی باشد» در این صورت داریم که: 


n‏ ا 

ثبوت: نظر به قضية قبلی مى دانيم ۳۹۹ e su E) = | a‏ 

D TD TO ce [aJ‏ اوه ان در ۳۳ ا وجود دارد کند: 
f(x)= F(x) +k‏ >= ۲ < ۳۵۵ - () [ 

F(x) = 4 

E 

[۶-۵-۵۸ 

Í f(D dr FG) = k 

اگر به جای × در رابطةٌ فوق 8 را وضع کنیم: | 

[ro dt-F(a)=k , 0-F(a)=k—k=-F(a) 

قیمت K‏ را در ilal‏ اولی وضع می کنیم: | 

[ro dt - F (x) = -F (a) 

اگر به جای ‏ در این رابطه b‏ را وضع کنیم: f‏ 


fro di F(b)=-F(a) 


b 
نیز نمایش می‌دهند.‎ O که آنرا به صورت‎ 


@ 


رابطةٌ اخیر» ارتباط بین تابع اولية F‏ و انتیگرال معین 
b‏ 
)| را بیان می کند که به نام رابطه نیوتن 


لا یبنیتزمعروف است. 


1 
مثال: حاصل × 7إ را به دست ار 
0 


حل: 
1 1 ا 
ik- AA  _‏ 
ی ls ۱۱۳۳9 ll‏ 
í‏ 
2 
l‏ "مشتن‌های زر را مدا کد 
cost 1 Cost 1‏ 
a) F(0) = Í -dy b) a T‏ 
sint F 0 N‏ 
cosy 7‏ 
F(= d) F= [|> dat‏ 
c) 7۵ | ) FG) ۳‏ 


E2‏ در تابع F(0) = 2 » f()=t‏ باشد مقدار (0) "را در نقاط 0.4,02,0, ...,1< 0 پیدا 
RES‏ 


1 


7 
را ا کا‎ [sin x ax 3 
0 


© 


انتیکرال گیری به طربقة تعوبض 
= آیا میراد اشگرال مقابل رابا استفاده از حواص 
انتیگرال‌های غیرمعین حل کنید؟ 


im d G 


را با یک متحول دیگر تعویض و آن‌را حساب کنید و 


بگویید که این طریقۀ تعویض کردن در انتیگرال‌ها را به 


2 


4 
٩‏ درانتیگرال dx‏ 1+ ×2 / | افادة تحت جذر را مساوی با متحول U‏ قرار دهید. 
0 


٩‏ از u‏ مشتق گرفته و قیمت dx‏ را دریابید. 

۶ 20 پس در لا قیمت های‎ Pn چون انتیگرال فوق یک انتیگرال معین‎ e 
دریابید و بعد از آن قیمت انتیگرال را حساب کنید.‎ U و 4= × را وضع و حدها را از جنس‎ 

. . š 

اگر تابع (x)‏ در انتر وال بسته me (mab jo p|‏ 0 2 د کد 


چون du = g'(x) dx‏ است» توسط bdel‏ زنجیری می‌نویسیم که: 


g(b) 


| FEED) dx= | f du 


g(a) 


@ 


حل: sbl‏ داخل قوس را با ۷ تعویض می کنیم: 


1 < 3-5 , du=-5dx e 


H =5 9) > U=3-5 l=? > u=? 


3-5x => u=3-5:2=3-10 > و‎ 2-7 
2 
1 


=] دبا‎ e I J لاه‎ 9 
= su su Sl Ll, S 21 i 


=2 


1 
مثال 2: انتیگرال dx‏ *( 237 +1)* | را محاسبه کنید. 
0 


حل: افاده داخل قوس را به ۷ تعویض می کنیم: 


1 
u=1+2x? , du = 6x° dx = x dx = zdu 


x=0 
u=1+2x? >u=1+2-0=1>u=l 


S =i) 
u=1+2x? >u =1+2:1=3—u=3 


۳ 5 5 13 1 
Os تس‎ d= HEN = E ] 
1.729 1, 1.728 
e آم ام ا6‎ 


20.2 ا 
G‏ 36 


© 


٩‏ افاده تحت جذر انتیگرال dx‏ 1+ ×× | رابا متحول ۸ تعویض کنید. 
۰ از 4امش و کف و رات تابر انتگرال اولی گذاشه Dota‏ حساب کنید. 


e°‏ از F(x) + C‏ تابع به دست آمدۀ فوق مشتق گرفته و تابع اولی را به دست آورید. 


@ 


از فعالیت فوق نتیجۀ زیر به دست می‌آید: 


اگر تابع FG)‏ تابع اولی (u)‏ باشد با تعویض متحول u = g(X)‏ به یک تابع از متحول مستقل 
× که مشتق متمادی دارد؛ با استفاده از idel‏ زنجیری خواهیم کشت 


[AEO dx= | fa) du 


مثال 1: |[ را حساب کنید. 


انتیگرال » — 
#7 - 4/1 


حل: ابتدا افادۂ تحت جذر را با ۷ عوض می کنیم: 


1 
-= 


1 l du = T (+ 0 
8 Ju 8 s u 
2 
r -)2۷0(+ 6 = 1 4x? +C 
2 


مثال 2: x° ٥)" + 2( dx‏ | را محاسبه کنید. 


حل: اگر 2+ “× = u‏ را وضع کنیم. این نتیجه به دست می آید: 


u=1-4x° , du = -8 x dx 


xdx = n? 
8 


u=x* +2 , du =4x dx, e dr = du 


L 
4 


۳ cos(x* +2) dx = fcosu 


- 2 foosu du 


s: 
4 


= و‎ +2)+C 


O 


انتیکرال‌های زیر را با روش تعویضی محاسبه کنید: 
2 

b) 2 dus 
1 

d) 24 (1-4x) dx=? 


xdx 
xX UTO a 


nj 


a) fcos3xdx=? 
7 

c) |V4+3x dx=? 
0 


e) [a +3) dx =? 


g) [cos x sinx dx =? 


انتیگرال گیری به طر 325 قسمی (Integration by Parts)‏ 
- در وقت تقسیمات حجروی» یک حجره به دو 


يا چندین حجرة دیگر تقسیم می‌شود. LT‏ می توان 
این روش را در دیگر اشیاء مثل سنک» ریگ و 
غیره مشاهده کرد؟ 


-اگر پاسخ مثبت است این روش را به نام چه یاد می کنند؟ 


تقسیم سلولی میتوز از هر سلول مادره پس از تقسیم سلولی میتوزه دو سلول دیگر په وجود می آید. 


۰ تیگرال “ سب | رابا روش تعویضی حل کنید 
Í si Oo) I°‏ را با روش تعویضی بیابید. 
zi‏ 


e‏ آیامی‌توان fe sinxdx‏ رابا روش تعویضی حل کرد؟ 
از فعالیت فوق به این نتیجه می‌رسیم که: 
در انتیگرال 4۲()() | » SA‏ و ga)‏ دو تابع مشتق‌پذیر اند؛ ولی محاسبة انتیگرال آنها 
کار سای n‏ اک و( و g(x)=V‏ را قرار دهیم حاصل ضرب ی ۳ 
مساوی است با: (u-v) 21۰۷ ‘u‏ 
از l)‏ فوق Du‏ به دست آورده و اطراف را انتیگرال می گیریم: 
(UV) —u'- v‏ = ۱۷۰۲ 

[vu dx=u:v- [u v dx یا‎ fudv=u-v- fvdu 
6 اخیر را «فارمول انتیگرال غیرمعین به روش قسمی» می‎ lol, 
تعریف شده باشند فارمول زیر به نام «فارمول انتیگرال معین‎ |a,b] اگر توابع لا و۷ در ب بین انتروال‎ 
به روش قسمی» یاد می گردد.‎ 
b 


قوس L‏ مس 


a a a a 


C) 


AS E [lb | xsin xax مثال 1: انتیگرال‎ 
حل:‎ 


1 
مثال 2 انتیگرال xe? dx‏ | سلسحسات کک 
0 


حل: 


بادداشت 


fe dx=e" +c 


. 2 
انتیگرالهای زیر s‏ 


ofe cos(x`)dx =? 


1 
d) fxe A 
0 


(s) 


1 s 7 ۲ du = dx 
dv=sinxdx , v=-coSx 


fudv =u v- f vdu 


fxsinxdx = x(—cosx)— | -cosx dx 


=—xcosx+sin x+ C 
1) =-—x و‎ du=-dx , 
dv=e"dx , v=e* 


b b 
b 

|v u ax =u v | - [v u ax 
a a 
1 1 
|- xe dx = [—xe*]) + مت‎ 
0 0 

= €` +0.۵ +[e"], 
= ¿2 تس وب‎ 


- -1 


a) ] 00050 d0 =? 


xcos2xdx =? 


b) 


o n] 


و Ir ne‏ 
مجموع ریمان: فرض کنیم تابع y= f(x)‏ در انتروال بستة [a,b]‏ متمادی تعربف شده است» 
اگر بخواهيم مساحت ¿>Ú‏ 4 واقع بین محور X‏ و منحنی تابع f(x)‏ = ر را که قابل تبدیل به 
اشکال هندسی نیست محاسبه کنیم: 
انتروال بستۂ [a,b]‏ را به ‏ مستطیل‌ها تقسیم می کنیم» طوری که عرض مستطیل‌ها از رابطة 
b-a‏ 
n‏ 


woa در‎ atA TS UAN E aN o D 


[kox] bax], تربار .- اوتروا‎ - ry] 


اگر مساحت‌های مستطیل‌های تحتانی را به a‏ مساحت‌های مستطیل‌های فوقانی را به 


> f(x )Ax< OMON و مساحت محصور شده را به 4 نشان سم داریم:‎ J (x; JAx 


انتیگرال غیرمعین: هر گاه تابع fE)‏ در انتروال بستهٌ [a,b]‏ تعریف و Fa)‏ یک تابع اولیه از 

f)‏ باشد. ست توابع C‏ +(×)۴ را در حالی که C‏ یک عدد ثابت اختیاری است» به نام 
تا S n‏ دک ره (Qadr = FG)+ C‏ | 

خواص انتیگرال غیر معین: 

[kax =k | +6 

Í a fG)dx =a Í f dx 

roa dri fg) ak 

£.G)dx+-...+ | f, Dar‏ | + هم و | = f,G)+...+ f,G)]|ax‏ + هیا[ 

SO [0ع‎ ax z | fd: | so) ax 


e, e f (ax 


: 0 
ا‎ BES: g(x) z 


@ 


انتیگرال معین: ليمت مجموع ریمان تابع f(x)‏ در انتروال بستة [(,4]وقتی که عدد 7 به 
بی‌نهایت تقرب کند و بزرگ‌ترین طول انتروال‌های فرعی (Ax)‏ به صفر نزدیک گردد» به نام 
انتیگرال معین تابع f(x)‏ از = × تا 2= × یاد می‌شود؛ یعنی: 

n b 

lim >, f (x )Ax = | £ (ax = [Fœ]; F6- F(a) 

i=] a 
سرحد پایی و 9 راسرحل بالایی انتیگرال کو ند‎ ms 
خواص انتیگرال معین:‎ 


jc dx=C(b-a) 

1 1) k Í ۲ 

j f )( 4۲ = d ۳) 

Í f ()dx =0 

frw + g(x)]dx = frw dx+ o dx 
Í 1 )( 4۲ = Í fdr + Í ۳) 

(> ۸ص | که |[ کم‎ 
m(b— a) < i. <M(b-a) 


۳ 0۵-)۵6-۵ > o= fO 


9 


1- 2223 اول اساسی مشتق و انتیگرال: اگر تابع f‏ در انتروال [,2] متمادی و ۶ در این 
انتروال شامل باشد» داریم: 
FO) = | /@) dt‏ 


چون تابع را F a= f(x) , xe[a b‏ ما 


2- قضیه دوم اساسی مشتق و انتیگرال: اگر تابع FO‏ تابع اولیه FO‏ در انتروال lab]‏ 


متمادی باشدء در این صورت داریم که 
b‏ 
60۵4-۳0-0[ 
۰ اگر تابع F(u)‏ تابع اولی fU)‏ باشد با تعویض متحول u = g(x)‏ به یک تابع از متحول 
مستقل ‏ که مشتق متمادی دارد؛ با استفاده از قاعدۀ زنجیری خواهیم داشت: 
[AEO dx= | fa) du‏ 
° اگر تابع E a aaa ae‏ 


چون du = g'(x) dx‏ است. توسط قاعدهُ زنجیری می‌نویسیم که: 


b g(b) 
[LEO g'a) dx= (۷ 
a g(a) 


e‏ انتیگرال f@) » SAO) dx‏ و g(x)‏ دو تابع مشتق‌پذیر اند؛ ولی محاسبة انتیگرال 
آنها کار ماد عا ۱۱ ۲ + را قرار دهیم» حاصل ضرب مشتق LET‏ 
مساوی است با: 

(u-v) =u ۰۲ ‘u 
از رابطه فوق ۷ را به دست آورده و اطراف را انتیگرال می گیریم:‎ 
[vu dx=u-v- [u v dx یا‎ [uay - ۷۰۷-۷ 


O 


رابطه اخیر را به نام فارمول انتیگرال غیر معین به روش قسمی یاد می کنند. 

° اگر توابع لا و ۷ در انتروال [a,b]‏ تعریف شده باشند» فارمول زیر به نام «فارمول انتیگرال معین 
تی باد می گردد: 

b 


TT L ا‎ m 


a a a a 


تمرینات عمومی فصل چهارم 


1- حاصل انتیگرال‌های معين زیر را به دست آورید: 


4 1 h l 1 
2 4 
زر‎ dx T. Ç. ]dx c) ۳ 
3 3 2 
d)f4dx e) | dx —x`)dx 
0 1 1 
6 1 3 2 ۱ 3 ° 1 
g) ۳3 h) 1 i) ۳9 +X (۲ 
6 
2 1 7 2 
رز‎ |D م40 - 3+ کر‎ k) [sin xax D E dx 
ار‎ 0 1 
قیمت انتیگرال‌های غیرمعین زیر را محاسبه کنید:‎ -2 
a) [sin x +8x°]dx g) [Vx ax 
2 
b) |] a h) | D 
x xx x 
c) [xa - 22) ax p [27 +3 r 
2 
x 
d) | ۲ j) dx 
| ۳ 
sin 2x )1 + x)(]—x) 
d k) | =— —4 
— ۳ i ) | و بر‎ ii 
(1 — x)° 2 
f) [=a D [Gx +4x-1) dx 
]— x 
مساحت محصور شده انتیگرال زیر را با استفاده از شکل حساب کنید:‎ 3 
JA 
7 c 
2 | 
[2x+3)dx 
ži 
Bi i 
اد‎ at 


یت 


| سک‎ T T 
oo dx 
! 1 
e dx 
ME 


Dfa E 


a x7 dx 


Pa 


5 اشجرال‌های ر رای تاه ار رس E‏ 


pfx l+x dx 
g) 1. -e” dx 
h) 1. sin3xdx 


i) 3 -e “dx 


9 


a) f 3cos(2x +1) dx 


b) | ۲ 


2 d 
9 


d) f (3x+6)° dx 
+2 dx 


f) f (x? +2} 3x dx 


a) f xcosxdx 

b) [sin xcosxax 

c) fe -cosxdx 

ap 
0 


e) Í xe "dx 


مشتق و انتیکرال توابع لو گاریتمی و 
Í‏ کسپوننشیل 


0 


(0,1 


(9 


° ل وگاریتم را تعریف کنید و خواص DOT‏ بنویسید؟ 


1 


۵ هرگاه × log,‏ یک تابع متصل باشد lim(1 + x)*‏ مساوی با کدام عدد است؟ 


۰ لوگاریتم طبیعی را از هر دو طرف تابع y (G)‏ اخذ کرده و رابطةٌ آن‌را بنویسید؟ 


نتیجه فعالیت فوق را به طور زیر بیان می‌نماييم: 


1 z 
اس‎ TAEAE باشد؛ پس‎ g(x)= a”, Sœ) 210 بصورت عموم اگر‎ 


از دو طرف مساوات نظر به ×مشتق می گیریم: 


(və) 


y=g(x)=a" 
ln y Lna” = xlna 


In a + x(n a)'‏ رس 
J:‏ 

> = Ina+0 

y 

E 

y 


y'=ylna > g'(x)=a"lna 


f(x) = In x 


x‏ ۲ - ( + کت 
h—0 /‏ 


(In x)'=lim 


Indl + 5 = lim 90+‏ روز( 
X x‏ 


ln x)'= im In 
(Inx) (2 
s + Ay 
X 0 
تقرب می کند» ۵ ج ا نزدیکک‎ h— 0 وضع گردهه ل = می‌شود. از آنجا که‎ u= اگر‎ 
X u 
می گردد. پس می‌توانیم بنویسیم که:‎ 


(In x)'= ۳ Indl + P == lim n (1 + 2 


۱ t = 


می‌دانیم که lim(1+ 2 =e‏ است؛ پس: (In x)'= La‏ می‌شود. 


1/00 


SR 


- 


1 E) 
ات‎ J'(x)= —log, e مشتق‌پذ بر باشد؛ پس مشتق ان عبارت از‎ RER JG) = 108 x اگر تابع‎ z 
x 


- 2- اگر x) = log, gx)‏ ]و g(x)‏ مشتق‌پذیر باشد؛ پس: پس: ,ع10 — (log, g(x))'=‏ است. 
ثبوت 
j|‏ = 
f@)=log,x => f= log, e‏ 
m£ x+h)-log x‏ 
g, +h) —- log,‏ 1 
+h . 1 h EY, hoo hi‏ 1 
lim ۳ 102 7 Mma log, (1+ E ۳ ۰ e (I+ F. = E (I+ a‏ 


lM TS 
x 1/00 x 
حالا اگر = وضع گردد پس = می گردد که اگر 0 — #پس » ج ا می کند؛ بعنی‎ 
x u 


(log, x)'= se lim(1 ły = Le e 
X h—0 u ` 


@ 


g'@) 


] ' 
(log, g(x))'= 0 


2 -می‌خواهیم ثبوت نماییم که: e‏ تحت 


نظر به bdel‏ زنجیری داریم که: 


f'(x) = (log, g(x))'= (log, g(x))"g' (x) = 3 log, e: g'(x) 


(x) 
_ g'G) 
g(x) 


(log, g(x))'= (In g)! : شود داریم که:‎ 4 e اک‎ 


log, e 


|| مس وه مشتق توابع Exponential‏ را با استفاده از ل وگاریتم به آسانی به دست آورده می‌توانیم: 
اگر e‏ 0 مشق | ین تابع =e"‏ است؛ زیرااگر از هر دو طرف رابطه = y‏ لوگاریتم 
طبیعی بگیریم» به دست می آید که: 

y=e" > lny=xlne=x 


(Iny)= (x) ج‎ A] = ر‎ y: = ع‎ 
y 


2ا کر e‏ = رباشد و u‏ تابع × باشد» پس داریم که: y'=u'e"‏ 

3-اگر "۵ = ر و4۶1 باشد» پس داریم که: y'=u'a" Ina‏ 
4-برای پیدا کردن مشتق توابع ل وگاریتمی به قاعده‌های مختلف» می‌توانیم از ol,‏ زیر استفاده نماییم: 

y=log,u > y'= )108,1(< “log, e 

۱ 1 1 ۱ ۱ 

“l. بر‎ (Inu) _ u 


log, a = lna ulna 
را دریاید.‎ JOS ln(x’ +1) مثال 1: ده مشتق تابع‎ 
وضع گردد داریم که:‎ g(x)=x +1 حل: اگر‎ 
g(x)=x°+1 
g'(x) = 2 
(ng(y= ED 
(In(x2 +1))'= CG aba Fœ = (n? +D)'= 


x mj‏ ای اد 


O 


مثال 2 مشتق تابع (4 + ×5 - f(x) =n‏ را دریابید. 
حل: 
g'G)‏ _, 
(In g(x))'= >‏ (4 +5 - )ها ع f(x)‏ 
'(x)_ 2x-5‏ 


g(x) =x —5x+4 ج‎ g'(x) =2x—5 (ln (x? - 5+ 4))'= =— 
g(x) x —5x+4 


مثال 3: مشتق fŒ) =log, TE‏ و 


fœ =n‏ را دریایید. 


x’ +1 x 
1 =log حل: می‌دانیم کی ترا اه‎ 


log,‏ است» پس می‌توانیم بنویسیم که: 


— _ l a 5 
log, P log,( ۳ = E s > (los, (x +1 - 1082, (x -1(( 


Hy = (log, (x +1)-log, (x =1) 


(log, 


وم (1 ۱ 0 


(x? -1(‏ = )1+ ار 


E lo eT AEL e ` — 1 
Í 8a xci — 2 — s +1 اسح‎ 


UN اس‎ 
2 loge 
s j| = 
Sg + x + 
است» پس می‌توانیم بنویسیم که:‎ 0 n > حل: می دانیم کی ترا‎ 
2 2 í 
a NE DME 
Xx -1 xX -1 2 
2 
(n. y= [nG +D In(x° ۱ - (n? +) - (n (r? =1)] 


I. 2x 2 a SA 


TLD sn pami 


@ 


مثال 4- مشتق تابع y= e‏ را دریافت کنید. 


حل: می‌دانیم که اگر y= e"‏ باشد پس : y'=u'e"‏ است. 


+I 


y = eD > y (x e" = 2x ñ e 
را به دست آورید:‎ y= 2 مثال 5- مشتق تابع‎ 


1 z 
و == ا است. بنابرین:‎ y'=u'a" 18 حل: می‌دانیم که اگر "۵ = ر باشد‎ 
x 
1 1 


1 
= a 0 5 D 
x x 
را دریایید.‎ PE مثال 6: مشتق تابع‎ 


حل: اگر از اطراف معادله لو گاریتم طبیعی بگیریم» داریم که: 
y ==: x”‏ 
In y =lnx”‏ 


Iny=2xlnx 
(Iny)=(2xlnx)) > 2 219+ 
y 


y'=2(Inx+]):y > y'=2(Inx+1): x 


x |= 


2 


حل: می‌دانیم a" 1n»‏ ='ر ج 4= ر است؛ پس: 


y=10* 
y'=10*-In10 
ob j ۳ y = مثال 8: مشتق تابع "ع‎ 
18 حل:اگر ×3 = ۷ وضع گردد داریم که:‎ 
p= g 
y'=e".u'=e*”.3 
کر‎ 32 
مثال 9: مشتق توابع زیر را به‌دست آورید.‎ 
1) y=log(x* +1( 2) y=log,(log, x) 3) روما بر‎ x? +1 


O 


y=log,u 


u 


y'= (log, u)'= —log, e= = 
u uloga ulna 


4 š 4x° 
1( y=log(x' +] > I 53 
1 
(lg,x' _ xln2 _ 1 
In3log, x 5 183108 x 5 (In2)(In3)xlog, x 
1 1 Y: 1 
Inx In3xInx 


192 و‎ e In 2۰183۰7 
log, 2 In2 


2) y=log,(log, x) ج‎ y'= 


2 2 
3) y=log, x? +12 kel +1( _ Ati +1) 
2 108,) -1( In(x -1 


u ۰ ۲‏ 
میدانیم که 2 y=‏ = ات بسن ار 


۰10) -1( MT 
1 x =Í 


Ine - D| 


مشتق توابع زیر را دریابید. 
7+ لصا a) f(x)=Insin3x b) f(x)‏ 


c) f(x) =In(5x°-—6x+5) d) f(x) = log, 3x? 


e ات روز‎ 
(x+ 4( e 


@ 


هرگاه f‏ و ۾ دو تابع معکوس همدیگر باشند؛ یعنی gO)‏ - 7 جه («) - ز درین صورت 


۰ ۰ | ~ . 9 موه مه‎ . - sora 0 ۷ 1 dy _ 1 

. ای تابع و خواص مشتق توابع ضمنی می‌توانیم بنویسیم: 

dy 
y=f(x) ' ۱ ' f ' ' 1 
M = نز‎ = y', = رب(‎ =l => y'=— 
x= g(y) s 


مثال: مشتق تابع = y‏ را با استفاده از مشتق تابع معکوس OT‏ به‌دست آورید. 


حل: 
xx=,‏ > ار J‏ 
1 1 1 ۱ 
r log,a = ylog, a‏ = . = ار = 
x', (log, y) — jaa e =‏ 
J) J;‏ 
y'= a” Ina‏ 
مشتق توابع معکوس مثلثاتی 
مشتق توابع معکوس مثلثاتی را با استفاده از رابطه‌های زیر به‌دست می آوریم: 


2) (arccos x)'= 
il e. 1-۲ 


]) (arcsin x)' = 


3) (arctan x)' = Í 4) (arc cot x)' = 2 = 
1 1+ 


/ e Ë 1 
ر‎ 


6 
۹ 


1) y=arcsinx < x=siny 
(arcsin x)'= ? 
=š 
dx dx 
dy 
۱۳۳ A SE 1 
xl, (siny) cosy ۰/1 - "منو‎ y 


1 
MM 


2) y=arccosx <> x=C0Sy 


= (arcsin x)'= 


(arccosx)'=? 
Mil 1 1 -1 


۲ بر‎ < = : = - = 
x', (cosy) -siny 1—-cos y 
1 


1-x 


= (arccosx)'= — z 


3) y = arctan x<> x = tan y 


۱ ۱ 1 1 1 2 
= (arc tanx)'= y'=- = = = COS y 

TST as 

cos? y 

_ COSY COSY 
1 sin? y + cos? y 
می کنیم:‎ COS? Y صورت و مخرج را تقسیم‎ 
coy اي‎ 1 


(arc tan x)'= 2 


sin? y+cos?y tan y+1 l+x 


= (arctan x)'= l 7 
1+ ۲ 


4) y = arc cot x <> x = cot y 


(arc cot x)'= ? 


(arc cot x) = ۳ = ۳۳ 
= x', (coty)' _ =1 
sin? y 
e. E | s 
1 sin^ y + COS ° y 
می کنیم:‎ sin” y صورت و مخرح را تة تقسیم‎ 
sin? y l 1 


sin? y+cos?y I+co2y  1+x? 


مثال 1: مشتق تابع y = (arctan x)?‏ را به دست آورید. 


حل: 


y'= 5(arctan x)‘ (arctan x)'= 5(arctan x)“ - 
l+x 
به دست آورید.‎ h y = log,(arctanx) مثال 2: مشتق تابع‎ 


حل: S‏ = × 1۵10 وضع گردد داریم که: 


۱ 


y= [log (arctan x] = (log; u) = 
ulog, e 


1 


1+ x° £ 1 
arctanxlog,e (1+ x”)(arctan xln 5) 


مثال 3 قیمت مشتق تابع arctan‏ = ررا درنقطة 0 = × پیدا کنید. 


— S o ue S 5 OP 


' x 


' 
'= jarc tane” | = (arctanu)'= = 
á | 1+u” 1+e™ 


e° 1 1 


۱ 0 = = = 
LO ER d 


مشتق توابع زیر را دریابید. 
y = (arc sin x}?‏ )1 


2) y =log, (arccos x) 


کسور قسمی 
تجزية بک کسر به کسور قسمی: 


7 1 
دانیم که حا 
ات تفت er TT n‏ 
e >=‏ 
x+] x 1 x —1 ۳‏ 
دوباره کسرهای rT‏ را به‌دست آورید؟ 


2 5 
ES LI ها‎ ۰ 
i enus E 2 x—2 . کسرهای سس‎ 


۵ حاصل جمع کسرهای فوق را دوباره به کسرهای اولیه تجزیه کنید. 

۵ کسرهای واقعی چه نوع کسرهایی اند. آن را تعریف نمایید. 

نتیجه فعالیت فوق را چنین بیان می کنیم: 

قعریف: کسرهای کوچک یک کسر واقعی که به شکل حاصل جمع نوشته شده باشد» طوری که 
اگر آنها با هم جمع گردند. کسر داده شد واقعی به‌دست آید» کسور قسمی نامیده می‌شود. 

برای تجزی یک کسر واقعی» حالت‌های زیر را در نظر می گیریم: 

حالت اول: 


هرگاه در روتوم مخرج (8) ۲ واه ری ی کک ا ار 


st‏ ا ت اا ا 


P. (x) 4 B Ç N 
= Jp = T... 
PE) Qs و‎ =h بح و‎ 


( 0,9,۸ .... اعداد حقیقی اند) 


4x” — x —39 
1 مثال‎ 
- 4x” -77 +0 — 


حل: پولینوم محرج را به عوامل ضربی اولیة آن تجزبه نموده» داریم: 


چ رابه کسور قسمی آن تجزیه نمایید. 
x‏ 


A IO N 2(‏ پر 


( ۳۰ 
T / 


HOT است اگر صورت‌های‎ a s EE CS 
انتخاب نماییم» داریم که:‎ C, B, A 
4x?’ x—39 4 B 9 
3 2 = 3 j 
x 4x —7x+]O0 x-5 x- x+2 
_ A(x -))(x +2)+ B(x — 5)(x +2)+ C(x —l)(x — 5) 
(x—5)(x—1)(x+2) 
_ Ax + Ax —2A+ Bx? —3Bx—10B + Cx?” —6Cx +5C 
(x—5)(x—1)(x+2) 
_ (A+B+C)x° +(4-3B-6C)x+ (-24-10B + 5C) 
(x—5)(x —1)(x + 2) 
دیده می‌شود که مخرج‌ها با هم مساوی اند بنابرین صورت‌ها نیز با هم مساوی می‌باشند. با استفاده‎ 
A+B+ C=4 
۸-3-60 = -1 
- 2۸-10] +50 = -39 
و 1-= € به‌دست می‌آید؛ پس:‎ 8 =3 , A=2 از حل سیستم معادلات فوق‎ 
4x’ —x—39 2 3 1 


3 2 5 3 
x -4x 72۳4-10 x-5 x-1 x+2 
ox 201 


مثال 2: 2 را به کسور ád ol‏ آن تجزیه نمایید. 
s. j i x - 21-8‏ 1 
حل: ابتدا کسر فوق‌الذ کر را به کسر واقعی تبدیل و بعد آز آن b‏ 42 فوق را بالای آن تطبیق می - 
3x? - 6x? —-20x-1 4x-1 4x-1 A B‏ 
+ = => + ور < 2 
x - 2-8 x - 2-8 x —2x—8 x-4 x+2‏ 
A(x+2)+ B(x -4) _ (A+ B)x+ Q A-4B)‏ _ 
(x—4)(x+2) x2— 2x—8‏ 
A+B=4‏ 
e‏ 
2 7 1= 4۶ 2۸ 
3x7” - 6x7 -20x -1 5 3‏ 
3X + +‏ = 5 
xX - 2-8 2(x—4) 2): + 2(‏ 


9 


حالت دوم: 
هرگاه بعضی از عوامل ضربی مخرج پولینوم درجه یک تکرار گردیده باشد؛ یعنی اگر عامل 
X— X‏ » 1دفعه تکرار گردیده باشد می‌توانیم بنویسیم که: 

mW A B N 


= > F: J wawa 
E) x= x (GD) (x = xo) 


3x —6x+2 
| :1 مثال‎ 
SA SED > J 
حل: عوامل ضربی پولینوم مخرج را به‌دست می آوریم:‎ 
x —4x2+5x—2=(x—1(x—2)(x-1) 
3x’ - 6% +2 3x” -6x +2 A B C 
= = + + 
x 4 151 2 (v aD (x-2) _ 20 1 
O ( 


— را به کسرهای قسمی آن تجزیه کنید. 
xi‏ 


(x—2)(x— 1) 
_ (A+ B)x’ +(-24-3B+C)x+(4+2B-2C) 
(x—2)(x — ° 
A+B=3 از‎ 
سوک سار‎ = =i 
4 2 O C= 
3x’ -6x+2 _ 2 1 1 


3 2 = T L 2 
x -4x +5x-2 x-2 x-1 (x-1) 


حالت سوم: 
هرگاه عوامل ضربی مخرج پولینوم درجه دو که قابل تجزیه نبوده و تکرار هم نگردیده است» یک 
Ax+ B P, (x) 1‏ 
L | 2 z‏ می‌باشد که | دارد. 
جزو پولینوم واقعی TT ax? + bx+c e =P‏ 
2 
sn G‏ ات n‏ رز 


x +3x کر‎ 


@ 


حل: عوامل ضربی پولینوم مخرج عبارت است از: (4 + 2 + *۲+1()6) = X 3x? +6x+4‏ 
از آنجا که عامل 4+ ×2 + ”× در اعداد حقیقی حل ندارد» یعنی قابل تجزبه نیست. می‌توانیم 


بنویسیم که: 
5x” +8x +9 _ Ax+B 9 _ (Ax+ B)(x +) + C(x? +2x + 4)‏ 
xX +3x +OX+4 x OTA s x +3x +6x +4‏ 
(4+C)x? +(A+ B+ 2C)x + (B +4C)‏ _ 
X +3x? +6x +4‏ 
> | ۳ 3< ۸ 5< ) +۸ 
4+B+2C=8!> B=1> B x J= — To‏ 
+6x+ +2x+ +‏ + 
a gS‏ 469+ 
< 
کسرهای زیر را به کسور قسمی تجزیه نمایید: 
= 
T4‏ و 9 ۳ ae a Ax SS‏ 
b) E ma c) 7‏ 2 3 ) 
ONS x - 2+4 X —9x+3‏ 22 1 2 
?2 
3x” 0 +2 s il‏ 1 
=a b 3 2 c) 2‏ 5 
x (x+1) x -4x + 5-2 x (x—1)‏ 
3x7 +5x+10 r 3x” —18x+36‏ 
٩ x? - 6x +9x‏ 1 — 2 
= 
3x+7 x +3x+4‏ 
a) — 5 ea a n‏ 
(x +x+1)(x -4( x -2x +1‏ 
5 2 
Xx +13x+10 x‏ 
d‏ یی —)@&@ 
l ۵ Sy; EE‏ 


° تابع f(x) = a`‏ چه نوع تابعی است؟ 


* یک مثال از تابع ل وگاریتمی را بنویسید؟ 

log, x=c ibl 6‏ را به شکل اکسپوننشیل بنویسید؟ 

از فعالیت فوق نتیجة زیر را می توانیم بنویسیم: 

برای تابع اکسپوننشیل JOS e"‏ داریم که: |a =e" +C‏ است» پس به صورت عموم داریم که: 


[aa = +C (ae IR* ,a#1) 
Ina 


ثبوت: با استفاده از طر بقه تعویضصی داریم: 
u= a`‏ 
du 21 ۰ >‏ 
du du‏ 


Ina:a ulna 


ET w = Í 


ulna Ta 


dx 


x 


a 


x 
a 
u= D = +c 
Ina 


a 


مثال: انتیگرال 2= fa)‏ را دریابید. 
حل: با استفاده از قوانین ن طاقت داریم که: 


U ry 
2 8 
x=3 1 x 1 i 
f2 4-2 4-2 dx 
1320 E 
8 2 
مثال 2 : انتیگرال توابع اکسپوننشیل زیر را به‌دست آورید.‎ 
D 2 Í 6۳۱ dx=? 
حل:‎ 
7 
D ] 3۳-۶ 2 ٩ ۰-۲ 
3 mo سم‎ -le 
۳ 6 6 
|. am F و3‎ 3.-- +0 1 6 
— 6 d - - | 6۳ >. 
ود‎ ۳ d 6 6 


a) b) a c) i; 
1 
d) |— d. 2 E 
) |. X e) f x f) 
X+3 x x 
g) ۳ dx h) È = dx i) 0+2۳ 
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e‏ _لوگاریتم به چند نوع است» روابط عمومی DOT‏ بنویسید؟ 

© معادلات x=b”‏ و × ,21082 ز با یکدیگر چه رابطه‌یی دارند؟ 

۰ آیا می‌توانیم از توابع لو گارتمی انتیگرال بگیریم؟ 

482 فعالیت فوق را می‌توان به طور زیر بیان کرد: 

هر گاه ( 2۸ ) nx,‏ - 702 باشد» برای لو گاریتم طبیعی تابع می‌توانیم بنویسیم که: 
finxdx=x-Inx-x+C‏ 

به صورت مرچ را ل وگاریتم توابع داریم که: Jf O) = log, x (x,aceIR*,a+1)‏ 

flog, xdx = xlog, > 

e 

ثبوت: 

1-اگر =e‏ »وضع شود؛ پس: 


flog, xdx = xlog, C 
e 


flog, xdx= fin xdx = xlog, “o x(log, x—log, e) 
e 


finxax =xlnx-x+C = x(lnx-1)+C 


۹7 


f log, xdx = xlog, +C 
e 


u =log,x و‎ ET 
x 
dv=dx , ۷ < ۲ 


f log, xdx = xlog, x- Í D 
x 
= xlog, x- log, ef dx 
= xlog, x—xlog, e = x(log, x- log, e)=xlog, +C 
e 


f log, xdx =x log, *+C 
e 


مثال: انتیگرال 103247 | را بهمدست آورید: 


حل: 
In3xax | (n3 +Inx)dx = f In3 dx + [In xz dx‏ | 
=xln3+xlnx—x‏ 
=x(In3+I]nx)—x= x(ln3x —-1)‏ 
بادداشت: 


آ-با روش تعویض Substitution‏ می توان انتیگرال نامعين را حل کرد. 
مثال 1: انتیگرال‌های زیر را دریابید: 


حل: 
—2x—3‏ 1 
a) I=|—e ” dx‏ 
۳ ) 
e‏ 7 ,10 < 2-3 - 
dx 2‏ 
l... 1 du = fea ss + 6‏ = 
4 4 4 2 2 
2dx‏ 
= ] )0 
. ) 
x+2 =u, 1 u dx = du‏ 
)01 
C = 21| + 2+6‏ + ما2 - ]و - 24% = Jt‏ 
u u‏ 


O 


مثال 2: انتیگرال f(x) = e‏ را دریاید. 
حل: با استفاده از تعویض داریم که 
f(x) = e> > oc ea‏ 
u 2x = du= ۲‏ 


_ 
2 


foe” > HOLS e] e" du 


dx 


[za = S sd C= 1 +C 
7 2 7 


I" ia ۱ 
A) z +C > F(x) a .2 = ”ع‎ = f(x) امتحان:‎ 


تال ۵ اسکرال ۰۱۸ Ken r‏ 
حل: 


fœ =x > [£ (Dax = [œn =? 


u=x 


du = 2x dx > dx = du 
] (۵ = fx- muu = finudu = linn mT 
2% 2 2 2 2 


= Inx? ا‎ PE 
2 2 


-M‏ انتیگرال‌های معین نیز از طریق تعویض حل می‌شوند: 
1 
مثال 1: انتیگرال fe™ ax‏ را اا E‏ 


1 


IOA = fer dx 


d= > du‏ = 00 ا = س ن 


x= | 12) >10 2) E ۲ 
DS 


2 
مثال2: قیمت انتیگرال هه ۰ 22 | > ()ز را ییدا کنید. 
1 


2 
1/ < ۲ 


du = 2xdx > ET 
2X 


=] , u=x =1 2 ° Š 
Ë ون‎ > [2x-Inx°ax -] ص2۱‎ au = ۷ 
s= مر‎ 4 ۰ ۰ 2x i 


5 مه [1-1م1۰1] -[4 -4م4.1] =[|u-Inu-u]f‏ 


mia 


انتیگرال‌های زیر را حل کنید: 


1024 b) [In /xa log d 

a) | x dx ) | و ها‎ | loa 
1 ` 4 

d) ۱3102 -0 — d 

) Í 0 x e) P= x 


محاسبة انتیگرال توسط کسور قسمی 
کسور قسمی کسر مقابل را دریایید. 9 9 5 


EE 
x -3%+2 (x-2) (x-]) 


پیش از این تجزية کسرها را به کسور قسمی مطالعه نمودیم. حالا می خواهیم 
انتیگرال توابع را با استفاده از کسور قسمی تحت مطالعه قرار دهیم: 
2 
مثال 1: ——| را حساب کنید. 
a J‏ تس 
A B‏ 2 - 7 
+ = 01 ; 
XxX - 6+8 (x 2) (4)‏ 
B(x —2) _ Ax—4A+ Bx-2B _(4+B)x-44-2B‏ + (4 - ۸4 


(x—2)(x — 4) (x—2)(x —4) (x —2)(x — 4) 
A+B=7 
—4A-2B=-12 
A=7-B 


4(7-B)-2B=-12 
-28+48 -28 --2 


-28+2B=-12 
28-16 => B=8 
A=7-8=-1 

m- i 8 


s = + 
x —6x+8 x—2 x-4 
پس می‌توانیم بنویسیم که:‎ 
I 7x—12 
x” —6x+8 


1 1 77-2 
سرت اس سس ۱۳۴ 


=—In|x-—2|+8In|x—4|+C=In(x—2)'! +In(x-4) +C 


ae e p Ehe 


&=| + | 


1-2 


e, 


- 54-09 
—6 


x +x-6=(x-2)(x+3) E ET حل: مخرج‎ 


پس: 


مثال 2 dx‏ =|[ راحساب کنید. 


s Oy POD GE E 71 B 
x” +x-6 (x-2(x+3) x-2 x+3 

A(x+3)+ B(x—2) _ Ax+3A+ Bx-2B _ (A+ B)x+3A-2BD 

(x—2)(x+3) z (x—2)(x+3) g (x—2)(x+3) 
(A+B)x+34-2B=-5x+9 
A+B=-5 > ۸<-5- B 
34 -2B =-5x+9 

قیمت‌های عددی ۸ و 8 عبارت اند از: 

35-2-28 =9 


-15- 5] =9 
-5]8 - 4 
E 
5 
A= 5 24 —25+24 1 
5 5 5 
1 24 
-5x+9 5 5 
EO VA REY 
1 24 
— "R 3 1 1 24 1 
s; =i 5 dx 5 61 Í dx j 
X +x—6 x—2 2+3 5 2 5° x+3 


1 2) nea E3) 
24 24 
== 2) TT z ٠-2 J) E) 
Q= 


J o — b) ور‎ — 


— II 
ور وا‎ m — 6x s I TT š 


@ 


-e e K‏ مشتق تابع Le‏ — از f'(x) =e"‏ است. 


اگر f(x) = a*‏ باشد» مشتق این تابع عبارت از f'sala‏ است. 


1 1 
اگر JfG)=log,x‏ باشد» مشتق این تابع عبارت از = f'(x) =—log, e‏ است. 
x xlna‏ 


8 0 loge باشد» مشتق ين تابع‎ 7 )( 2102, g(x) Fí 


سکن بکه کر a.‏ که به شکل تال جمم ر د ا 
طوری که اگر آنها با هم جمع گردند. کسر داده شد واقعی به‌دست آید. کسور قسمی نامیده 


s 


g(x))'=‏ ,108) است. 


هرگاه در 2 7 ۷۳ P, (x)‏ از عوامل ضربی‌یی که ترا ی o J‏ 


باشد» به شکل زیر می‌توان آن را تجزیه کرد: 
P.G) _ 4 B C N‏ 
++ + + = 
Ao PEN‏ رح EE‏ 
هرگاه بعضی از عوامل ضربی مخرح پولینوم درجه یک تکرار گردیده باشد یعنی اگر 
عامل × ¿X—‏ 7دفعه تکرار گردیده باشد» می‌توانیم بنویسیم که: 
ll _ _ 4 B N‏ 
P.G) x-x (x-xo) (x- xo)‏ 
عوامل ضربی مخرج پولینوم درجه دو که قابل تجزیه نبوده و تکرار هم نگردیده است» یک 
B‏ +۸ 
e ee ss T‏ 


3 پولینوم واقعی ax’ +bx+c‏ 
برای توابع ا کسپوننشیل می‌توانیم بنویسیم که: 


| 20-0 F | 04 - ۲ : (ae IR*` , ۵ ۶1( 
| ها ها‎ ۲ flog, xdx= xlog, = +C 
e 


بعضی از توابع بدون تعویض حل می گردند؛ مانند: 
£O) ax E‏ | = ي 


13 


تمرینات عمومی فصل پنجم 
f(x) = In(‏ را بیدا کنید؟ 


x—2 
x+2 


2 مشتق تابع 10۰-1 < f(x)‏ ۳ دریایید؟ 


1- مشتق تابع ( 


13 مشتق تابع PERA‏ را Fob jə‏ 
4- مشتق تابع fG)= log x‏ را دریایید؟ 


5- کسور واقعی زیر را به اجزای آن تجزیه کنید. 


x+] 2 x’ x+1 2x7 +3 


a اس سا‎ 
V -  - 6 بر + 27 + یز‎ (x° +1? 

6- انتیگرال‌های زیر را دریابید؟ 

3 w3 

D) | sat 2) | — 

x 
3) | Gcosx-Ssinx+e")dx 4) f cos x sin xdx 
5) Í xe ۲ 6) Í e 

2x +-1() -2( 


7) [| 56 +1 dx 


7 -مشتق توابع زیر را دریابید. 
+x+1) b) y = lIn(sin x)‏ دص ع بز a)‏ 
c) y=e d) «22‏ 


9 


فصل ششم 


تطبیقات انتیگر ال 


O 


محاسبةً مساحت محصور شده توسط یک منحنی 
Accounting of Area bounded by one Curve‏ 
فارمول مساحت دایره مقابل را S‏ در اد کے 


شده است دریافت 


(a 


TE 

OE تابع‎ 

ikë ۵‏ بحرانی( (Critical Point‏ و تقاطع با محور × تابع قوف را افته و گراف ۱ 
رسم نمایید. 

° مساحت سطح محصور شده توسط منحنی y =1- x° SU‏ و محور X‏ را با استفاده از 
| رک 

۰ فعالیت فوق را برای تابع y = -× +2x‏ در روی محور ‏ تکرار نموده و مساحت سطح 
محصور شده توسط منحنی و محور X‏ را حساب کنید. 

از انجام فعالیت فوق نتایج زیر به دست می آید: 
_ رال 0۵-0۵-۳۵ مساحت سطحی را نمایش می‌دهد که توسط منحنی تابع 
y = f G)‏ و محور × در انتروال [a,b]‏ محصور شده است. 
_ اگر تابع f)‏ در انتروال 22 [a,b]‏ متمادی و مثبت باشد؛ یعنی 0<(×) ۶ = « در این 
حالت گراف تابع f(x)‏ هميشه در قسمت بالایی محور 7 اس ماک 0> (x)‏ اشد در 


این حالت گراف تابع fG)‏ در قسمت پایینی محور × قرار دارد و منفی است. 


e 
ت‎ 


مثال 1: مساحت سطح محصور شده توسط منحنی تابع ”ر - 4 = × و محور y‏ را حساب کنید. 
حل: ابتدا ikä‏ بحرانی و تقاطع نقاط با محور y‏ را یافته و بعد گراف DOT‏ ترسیم می‌نماییم: 
برای به‌دست آوردن ikä‏ بحرانی» ابتدا از تابع مشتق گرفته و آن را مساوی با صفر قرار می‌دهیم و 
برای به‌دست آوردن نقاط تقاطع با محورات تابع را مساوی با صفر قرار می‌دهیم: 
y m v 2 0‏ 1 2 # 
J‏ 0 سج 0 ۳ 
ikä‏ بحرانی )4,0( = x=4-y => x=4-0=x=4‏ , 


0 
-0 , 4-2 20 > شر‎ - 4 
aE 


۸ >77 , نقاط تقاطع با محوارت (2حولا)‎ —— x 


l- 
| 
در انتروال [2,2-] نظر به محور × متناظر اند» پس بادر نظر‎ × =4- y? چون هر دونقطة معادلة‎ 
داشت نصف مساحت سرحدات انتیگرال را تغییر داده و آن‌را ضرب 2 می‌نماییم:‎ 
2 2 3 
4= [(4-3°) dy=2 | «ف(ضر-4)‎ -2]4« h 
o 0 
2 8 24-8 16 32 
A=2[|(4-2-—)-0]=2 (8 = 2, = 2 = 
[( جا‎ 
1 
مثال 2: مساحت سطح محصور شده توسط منحنی تابع ا ا × را محاسبه کنید.‎ 
را به دست می آوریم:‎ X حل: برای تعیین سطح محصورشده ابتدا نقطة بحرانی و تقاطع با محور‎ 
ر , 1د ر‎ = 
لک ر‎ 0 


1 1 
i E = — = y=1 = (0,1) نقطةٌ بحرانی‎ 
0,۱ =0 = -5x =-1 > x?’ =2, ×= 2 y 


1 رد و 2 = x‏ 
نقاط تقاطع با محورات (2,0/-) (V2.0),‏ 


= 1 2 1 د‎ 1, 2 
A= f (1-— x (۵۶-2 ]0-<< (dx =2([x——x°]2) 
1 DE 6 


اف G‏ کت a E pa‏ 
6 6 6 
2 _ 62-22 
۳33 3 
4-3 
مثال 3: گراف تابع 3- ”× = ر با محور × یک سطح را محصور نموده است؛ مساحت این سطح 
را حساب کنید. 


حل: ابتدا برای تعیین نمودن سطح گراف تابع» نقطة بحرانی و نقاط تقاطع با محور ‏ را به دست 


می آوریم: 
yax -j= j= ۲‏ 
s > 0‏ 0= 
a E 0‏ 5 0 برچ 3- y>:‏ , 20 بر 
bä (3,0) 3 ,0(‏ بحرانی (3-,0) > 3- < y‏ ج 


و 0= 7 ,0= 
نقاط تقاطع با محورات (.f3.0) , (=v3,0)‏ ج 3+ =× 


چون تابع 3- ”× = ر در انتروال ECE DE j‏ 
uz L‏ حور + O] JU SZ‏ اا د ات ا ا 


13 13 V3 V3 1 
A = fe -3)dx = -2 | G? -3)dx=-2( |x? dx-3 | ds) =-2 (5x R -]310( 
AB 0 0 0 


= 2C) -0[-3]/3 -0[( = 2) -343) 


Aro +10.2 


-- Gy +63 - 20.7۳ +6(1.7) - (4.913) +10.2 =- 


> 3075302 = 6 7 


© 


مثال 4: گراف منحنی تابع <3- ”1= ر را رسم و مساحت سطح محصور شده توسط منحنی 
مذ کور و محور × را درانتروال [1,4-] محاسبه کنید. 
حل: نخست نقطة بحرانی منحنی و نقاط تقاطع آن با محورات را دریافت می‌کنیم: 

y x sx 


y'=2x-3=0=>2x=3, x= 


3 : PPS. 
=, y=xX -3x > ر‎ =) -02 
و‎ D ۳ D) 


9 9 9 3 9 
ا‎ 
TT (x,y) G ر‎ 

A 9 
7 


محور × عبارت است از: 


3 ۲ 
LÁ.‏ 2 2-0 37 - وج 20 بز 


-1 ON 
=> x(x—3)=Ü0 ži 
— و ور را کم‎ 2 i 
4l Ce 
2 1 


0 3 4 
4 AAA fæ -3x)dx- | G° -3x)dx+ | (r —3x)dx 
-l1 0 3 


w lo P 


= 1 a s E 1 3 
۱ و‎ 2 E 


3 1 3 
< G 8 G _ ار‎ 


1 3 1 
کک‎ (ay _ (1 y: ۴ 
O E z) 
1 1 3 1 3 
= = 27-3 -9) + O ۱ 2y 9 
G 2-6 E PEC E a) 
í Po 27 7, 64 ۳۹ 
1 ی‎ sS D مه‎ ə 2 
_1-27+64-27 3+27-48+27 _ 65-54 57-48 11 9 _ 22+27 9 


3 72 asa 2 aD T; 


O 


D E 
E Oj 
x 2 ) 5 J )] 


مثال 5: مساحت سطح محصور شده توسط منحنی تابع 2 - y = X°‏ و محور x‏ را در انتروال 
[1,2-] دریابید. 
حل: ابتدا نقطة بحرانی و بعد از آن نقاط تقاطع با محور ‏ را دریافت می کنیم: 
y 7 20‏ 2 = 
=i‏ = ا 7 
s‏ بحرانی (1-,0) د ا ر2 ا2 ر١‏ را 


چون VE 2 > (Ü‏ است» پس تابع در نقطة (1-,1) یکت اصغری مطلق دارد و نقاط تقاطع آن با 
محور X‏ طور زیر است: ([-,1) 
y‏ 0 2 2 4 70 
0= (2 - :)6 


x =0, x =2 | 
a >X 


چون منحنی در انتروال [1,2-] از مبدا a‏ منحنی در انتروال [1,0-] بالای محور X‏ و در 
انتروال ]0,2[ تحت محور ‏ است؛ بنابرین انتیگرال آن را منفی می گیریم: 
2 0 
E 2x)dx 2) = [+> E gr Xi‏ 
0 1- 
= 8 1 8 1 
(-) ا a a‏ 5 — 


4 8 
+ = 
3 3 


mE a 


اب مساحت سطح محصور شده توسط منحنی تابع y = SIR‏ و محور × را در انتروال 


271 , 27-] حساب کنید. 


2- مساحت سطح محصور شده توسط منحنی تابع 


1 ×= ر و محور ز و خطوط 1= رو Z Y= 2_ y=2‏ 
را نظر به شکل دریابید؟ ۷ 
بت — 
2% 
29 وت وت و Se a‏ 
x x‏ 


ga 0‏ 1= × را حساب کنید. 


محاسبةً مساحت محصور شده توسط دو منحنی 


Accounting of area bounded by two curves 


با در نظرداشت اشکال زیر در مورد درست بودن A - 4, ibl j‏ = 4 چه می گویید؟ 


4 


توابع x°‏ -1= ۷ و 1- y, = x°‏ داده شده است: 


از رابطه و = ,ر قیمت x‏ را دریایید. 

با در نظرداشت قیمت‌های دریافت شد گراف آنها را رسم کنید. 

چون گراف تابع ,ر بالاتر از تابع y>‏ است» پس حاصل تفریق انتیگرال‌های توابع )=( را 
در انتروال تعیین شد X‏ حساب کنید. 

فعالیت فوق را برای منحنی تابع x°‏ = « و خط y=x+2‏ تکرار نموده و مساحت سطح 
محصور شدۂ توسط آنها را حساب کنید. 

از فعالیت فوق به نتایج زیر دست می‌پابیم: 

برای محاسبهةٌ سطح محصور شده توسط دو منحنی J (X)‏ = ,نز و ()2 = رل در صورتی که 
fG) > ga)‏ باشد یعنی گراف تابع f(x)‏ بالاتر از گراف تابع ()2 قرار داشته باشد؛ ابتدا 
نقطة تقاطع هر دو منحنی را يافته و بعد از آن مساحت بين منحنى با محور × رادر 
انتروال [a,b]‏ محاسبه می کنیم: 


4= Í [Ve - g00] ax = | (4 -| g(x) ax 


E 


° اگر faga)‏ باشد؛ یعنی گراف تابع gA)‏ بالاتر از گراف تابع f(x)‏ قرار داشته باشد 
داریم که: 4( |- 4( | = 4( 1 -(ع] [ A=‏ 


مثال 1: مساحت سطح محصور شده توسط دو منحنی "27-7 <  )(‏ و glx) =x‏ را حساب 
کت 


حل: ابتدا نقاط تقاطع هر دو منحنی را می‌یابیم: 


O ] g(x) 
f=) > 2x-x =x ` 
2x-× - × =0 
27-2 =0 
2x(1-x)=0 ور مج‎ a aoo 
27-0 ESE 2 ۱ 
E ی‎ 0 
نظر به گراف بالاه نقاط تقاطع هر دو منحنی عبارت از (1,1) و (0,0) است» حال مساحت محصور‎ 


شده را دریافت می کنیم: 


1 gg ( 


2 2 
A= [1/0 aE fizz- x’ -x° ]dx= fiz- x | = 
2 2 دی‎ 2 3-2 1 
e ا‎ 
[ ( _ — 
را‎ g(x)=2-x و خط‎ f(x) = x° 6+ 2 مثال 2: مساحت سطح محصور شده توسط منحنی‎ 
IA حل:‎ 
ی‎ 
(x)= x | (=9 
0ع‎ =2 
y - 6+ 2 De O22 + ور‎ 20 j 
—r جر رگسح‎ 
x2—5x=0=— x(x—5)=0 S v 1 
x 20 , ود‎ =5 x 
= (0,2) , (5.—3) نقاط تقاطع خط و منحنی‎ 


O 


از شکل معلوم می‌شود که گراف gG)‏ بالاتر از گراف تابع f(x)‏ قرار دارد به این معنی که: 
g(x)> fx)‏ 


A= | -(0)ه]‎ ([ 4 | ۵-< x° +6x—2)dx 


5 5 
= |) +6x)dx = |x? +5x)dx 
0 0 


l 32 ا‎ 5 125 125 
= 9 = H5- 0= 1 
l 3 z l ( 3 2 1 ۰ 


250 37 ٩ 
6 6 


مشال 3 مساحت سطح محصور شده توسط منحنی‌های توابع 4+2 + x‏ (0) رز و 
x12‏ < (00)ج را دریابید. 
حل: 

2+ یره + بر O=‏ 
دی کر — ` 

g(x) =X - 24-2 

s EDD‏ ده و 

+4x+2- x’ + 2-2 =0‏ تبرت > 
x(—2x+6) = 0‏ ج 0= ×6 + —2x2‏ 
3 و و م2 - ےہ =Ü‏ رز = 


تقاط تقاطع دو منحنی (3,5) 9 )0,2( 
و از شکل دیده می‌شود که گراف تابع f(x)‏ بالاتر از گراف تابع gE)‏ قرار دارد به این معنی 
که ga) > f)‏ است. 


A= هر‎ - g(x)]dx = ۳ _ [asam = E + 4x + 2)dx — jo — 2x + 2)dx 


- 5.27296 - 0-2۰27 49-60 


=-9+18-9+9 
=9 


Rg 


| مساحت سطح محصورشده توسط دو منحنی yay täy spex‏ را دریایید. 
2- مساحت سطح محصور شده توسط پارابول اه SY‏ 


مساحت سطح محصور شده توسط منحنی 2-6 < y’‏ و خط 1-1  <‏ را محاسبه کنید. 


محاسبةً حجم اجسام دورانی 
Accounting of rounding things Volume‏ 
نسبت بین احجام شکل مقابل را پیدا کنید. 


در صنوف گذشته. حجم اجسام را با استفاده از فورمول‌هایی که بدون — jJ s |, Le‏ كرده 
بودیم» به دست می آوردیم؛ اما در اینجا فارمول‌های حجم اجسام را با استفاده از انتیگرال‌های معین 


° یکت = sus S Em‏ رادر ن na degran‏ 
مذ کور قرار داشته باشد. 

۵ جسمی را که از دوران خط مستقیم حول نقطه به دست می آید» نام بگیرید. 

° فورمول حجم جسم مذ کور را بنویسید و بگویید که چطور آن را ثابت می کنیم؟ 


هن سس ی ی J), A‏ 

نتیجة فعالیت فوق را چنین بیان می کنیم: a‏ 

y= f(x) y= f(x) هر گاه مات منحني تابع متمادی‎ e 
ao 2: x=b,x=a توسط خطوط‎ (a) نظر به شکل‎ 
۱ محصور شده باشد؛ جسمی که از دوران مساحت‎ 
b) بین منحنی تابع فوق حول محور  به وجود‎ 

pA A “105 s E و‎ A 3 T 
0 3 ji aua 
1 
x= g 
1 -<- 


O 


ارتفاع استوانه Ax=b-a‏ می‌باشد و سطح OT‏ توسط سطح دایروی محصور گردیده که این 
سطح را مقطع گویند. ما می‌دانيم که مساحت دایره نظر به محور ×, 777 2 Ax)‏ و شعاع این 
مقطع نظر به شکل» موازی با محور y‏ است؛ بنابرین ۲= / می‌شود و فورمول حجم این جسم نظر 
به مجموع ریمان به طور زیر به دست می آید: 


n b b b 
۷ < 1117, = lim >| 4(x)Ax - ۳۶ 47 |] dx= | aif dx 
n—>0 اک 0ب(‎ z x. ۳2 


۰ اگر مساحت منحنی تابع x= f(y)‏ توسط 


Yi 
محصور شده باشد؛‎ y=d و‎ y=c b b> 
=d =— 1 سح‎ "es . z ” - 
A Te S مساحت مقطع چنین استوانه‌یی نظر به محور‎ 
y=c = نت لس‎ Ay - -c بر, 277۳ ()4 و ارتفاع آن‎ 
سب‎ >X 


دوران این مساحت به دست می‌آبك» چنین 


اس 


a b b b 
v= limy, = lim >, AJAY = fær’ dy = [z x’ ay= [z[ fO ay 
jal a a a 


حجم اجسام دورانی به کمک انتیگرال‌ها به طور زیر ثبوت می گردد: 

11 حجم کره را با استفاده از انتیگرال محاسبه کنید. 

ثبوت: می‌دانيم سطح S‏ از دوران نیم‌دایره حول قطرش به دست می آید و Jalu‏ دایره عبارت 
است از: 7 ره 

حال حجم نصف کره را به دست آورده و آن‌را دو چند می کنیم تا حجم کل کره به دست آید. 


er‏ از as‏ را 


7 2 2 
y =r -x 


0 


V= [ma -rfo -x° ( dx 


£ 3 
= 27| ۰ (dx = 27]۳* و‎ 
0 


y 
"5 
r? Sal کات بر‎ 
= 2])۳۱ -(-0[ ETA 
| ریت‎ ass 
= r = . ا‎ 
5 3 a 
2r 
= 27) 
O n r 


ثبوت: چون سطح مخروطی از دوران خط y = mx‏ حول محور E X‏ تار 
2 


h h 
TT 
0 0 
3 3 
N; 2, 
< 77 و[-]‎ = rtm (—) 


3 
mh > 
=— (mh 
R 


در شکل بالا دیده می‌شود که قاعده مخروط دایروی‌شکل و شعاع آن» موازی با محور y‏ است؛ 
بعنی r‏ = ر و همچنان ارتفاع مخروط (h)‏ منطبق بر محور × می‌باشد. از اینجا ۸ = × می‌شوده 


y=mx = r=mh 
omh 


بنابرین در رابطة y = mx‏ قیمت وضع می کنیم به: 
3 


2 
K 


1 s 


چون مساحت قاعدۀ مخروط دایروی است و مساحت TE? opla‏ می‌باشد» داریم که: 


۷ حجم مخروط)‎ (- ar -h 
2 2 


ن 3 7 x‏ 2 = 
3 حجم الپس را که از دوران مساحت بین منحنی EA‏ و محور x‏ حول قطر بزر گ به 
وجود می آید» حساب کنید. 
ثبوت: حجم نیم الپس را از دوران مساحت محصور شده حول قطر بز رگش به دست آورده و 


2 2 
Í A 
a b | | 
2 2 2 
توش = رو چ بل سب‎ ۱ 
a a be =e | > x 
V= |z y? dx =7 فا‎ rela 5 
S. 8 2 x=-a| | | ۲-۰ 
- 2 |] لد امد - ی‎ 
0 


2 3 2 
- ۵ را رو‎ e 
a 3 3 


2 2 2 
]2 2 — نف 


4 7 4 
ETD‏ | لا تج ف ۱۷۲ 
aS E‏ 
اگر محراق‌های بیضوی روی محور y‏ قرار داشته باشد و بخواهیم انتیگرال LOT‏ حساب کنیم» 
حجم حول قطر کوچک الپس به طور زیر به دست می آید: 


جح حجم الپس حول قطر s‏ چک 


O 


مثال 1: حجم جسمی را که از دوران مساحت بین منحنی تابع y = X°‏ و خط 1= y‏ حول محور 
y‏ به دست oT‏ حساب PES‏ 


حل: ابتدا JS‏ را رسم و بعد از OT‏ حجم DOT‏ حساب می کنیم: 
b 1 1 1‏ 

V - |7۳ 0-۶ | "روم عبر‎ | -7 
| y ۳ -o 


— 
2 


b 3 3 3 
۲ > | fa p Ilr | r 
a 0 0 0 


3 2 
1 = 27 | xdx = 2۳] 
0 


V - 7 


یادداشت: اگر توابع fG)‏ = ,ر و g(x)‏ = رر در انتروال [a,b]‏ متمادی باشند. حجم جسمی 
که از دوران مساحت بین منحنی‌های JG)‏ و g(x)‏ و دو خط X= b sx=a‏ به حول محور X‏ 
تشکیل می‌شود از رابطةٌ زیر به دست میآید: 

=Ax‏ ارتفاع استوانه 
Zm), - Z), = 7), — X>)‏ =( مساحت مقطع استوانه) = A(x)‏ 
فورمول حجم استوانه‌یی که گراف تابع f(x)‏ بالاتر از گراف 
تابع gO)‏ باشد: 


b b 
V = | نع‎ -y:)dr = «| (y? - yy) dx 


فورمول حجم استوانه‌یی که گراف تابع g(x)‏ بالاتر از گراف تابع f(x)‏ باشد» چنین است: 
b b‏ 
yd =r | 0} - yl) dx‏ نم | = V‏ 


مثال: حجم جسمی را که از دوران مساحت بین منحنی X°‏ = ر و خط × = ر حول محور X‏ به 


وجود می آ ید حساب J, y‏ 
حل: 
x‏ € — 
l‏ 
را ۶ 
5 :برد ردپ ](۹2 ۳ وا 
x =g(x)‏ < ون 


b 1 
= |20 - y) مج | سم‎ - (ax 
a 0 
1 x x 
ا‎ < 


1 1 1 1 
E اه‎ 


5-3 7 2m 
lE — = 
| 15 1 ۳ 15 


1- حجم جسمی را که از دوران مساحت بین منحنی تابع y=sinx‏ و دو خط dagy‏ 
حول محور × به وجود می آید» حساب کنید. 

2- حجم جسمی را که از دوران مساحت بین منحنی ba g p=‏ - ۲ و 0= × حول محور 
به دست می آید» حساب کنید. 


محاسبة طول قوس 
Accounting the Length of Arc‏ 
چطور می توانیم طول ریسمان مقابل را دریافت 


tes 


۷ 

e‏ بالای 1۳5 مختصات قایم منحنی تابع y = f G)‏ را بین انتروال محصور 232 [a,b]‏ در نظر 
گرفته pi,‏ بنامید» طوری که تابع در انتروال مذ کور متمادی و مشتق‌پذیر باشد. 

۵ انتروال [a,b]‏ را به سه حصة مساوی تقسیم و طول قوس مقابل ,۲ و X,‏ رابه ,۸ و M,‏ نشان دهید. 
e‏ از M, ikä‏ یک قطعه خط به M, ikä‏ و یک خط دیگر به ضلع مقابل OT‏ رسم کرده و نقطة 
تقاطع هر دو قطعه خط را H‏ بنامید. 

alob 9‏ قطعه خط M IH‏ را Ax‏ و M,H‏ رابه Ay‏ نامگذاری و طول قوسی را که در مقابل وتر 
مثلث قایم الزاوية M, H M,‏ قرار دارد» با استفاده از قضیةٌ فیثاغورث حساب کنید. 

از نتيجة فعالیت فوق می توان طول قوس مقابل وتر مثلث 7 


W O را چنین به اثبات رسانید:‎ M, H M, 


ثبوت: با استفاده از مثلث قایم الزاویه M HM,‏ داریم که: 
(M, M,)° = (Ax)° + (Ay)‏ 


M.M, = (Ax)? + (Ay) 
C) 


نظر به تعریف مشتق می‌دانیم: 


meS ۳ 
/ > ; g'() T 
Ax=f'(t)-At ; Ay=g'(t)- At 


M M, = (Ax)? + (Ay) = [f(0 - At +[g'(0 AP 
MM, = [f (OP +g (OP -At 
از مجموع ریمان داریم که:‎ 


L=lim ار(‎ +[g'( -At 
L= |۰۵ +] dt 
مقال: محیط دایره‌یی به معادلۀ 2 3 ۲ را مجاسه کا‎ 


حل جو معادله با امتر I‏ صو í S‏ است؛ 
š‏ جون معادله بارامت pld‏ ه به Ta : ž‏ 
Í‏ ا — 7 2 ۷ 


اگر 7 > > 0 باشد» پس نصف محیط دایره را حساب می کنیم: 


Pa E e ZÚ 
0 
x'=-rsint , y'=rcost 


B = fyer sin £}? + (r cost) dt 
0 


P - sin? £ +r” cos’ tdt 
0 


P= | Jr (sin r+ cos t) a= frat 
0 0 


محیط نصف دایره 7 = (Ü)‏ 26 - ۳۰۶۲) = [7۶]- ۲ 
EÊ‏ = محیط کل دایره 


Q 


بادداشت: 


ا اک js‏ منحنی ()  <‏ در انتروال ‏ > > > ۵ داده شده باشد با توجه به پارامتر مانند 


b 
7 | 1+ f' (x) dx طول قوس منحنی را چنین محاسبه می کنیم:‎ × 
3 


مالل O< x<4 J 880 n s S‏ حسات کید 


j و‎ OE 


4 u? DS 
- j s 1 
TP. 27 
2 9 


8 9 3 34 3 
ار‎ +7») = ar Z io =i) 
8 
= )10۷10 -1) 


2 | گر معادلة منحنی x= f(y)‏ در انتروال > S‏ ۵ داده شده باشد با توجه به پارامتری مانند 


y‏ طول قوس منحنی را چنین محاسبه می کنیم: 


۳ oi dy 


3 


مثال: طول فوس منحنی E‏ انتروال 4 > > 1 محاسبه کنید. 


O 


3 


3 2 
70(<* , OS a 
L=| APO df JÈ- + d 
-] ابرم‎ d= | a u=2y+1 


J a s; 9 
= =—[. C y+1 du=—d 
9 T lı z G Yh u 4 ۲ 
8 9 4 
را‎ es dy=-d 
رد‎ ) 1 Dal Y 9 u 


8 De _ [2197 
= [1 1000- 1= 010 Í 


`: 


1 طول قوس =¿ = × و = ر را در انتروال 2 > × ک1 دریابید. 


2 
2- طول قوس منحنی <<( را در انتروال 1> × > 0 حساب کنید. 


نکات مهم فصل ست 
6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 06 6 6 6 6 


محاسبةً مساحت محصور شده توسط یک منحنی 
b‏ 
o‏ انتیگرال (ax = F(b)- F(a)‏ £ | مساحت یک سطح را نمایش می‌دهد که توسط منحنی تابع 
 < f(x)‏ و محور X‏ و خطوط 4 = ۰۲ = × محصور شده است. 
° اگر تابع fO)‏ در انتروال [a,b] Z‏ متمادی و مثبت باشد؛ یعنی 0 <(×) f‏ = ر در این 
حالت f (x)‏ هميشه در قسمت بالابی محور x‏ دارد و اگر 0 > f(x)‏ = ر باشد در این حالت 
( ا دتمت باس مور × فرار داردو انشکرال T‏ ا 
محاسبة مساحت محصور شده توسط دو منحنی 
e‏ اگر گراف تابع f(x)‏ بالاتر از گراف تابع g(x)‏ قرار داشته باشد داریم که: 
b b b‏ 
-s@)]ax = | 04 -| g(x) ax‏ )| =4 
e‏ اگر گراف تابع g(x)‏ بالاتر ا زگراف تابع f(x)‏ قرار داشته باشد داریم که: 
b b b‏ 
f fax‏ - 2004 | = 4( -()ع] | A=‏ 

محاسبةً حجم اجسام دورانی: 

9 هرگاه مساحت منحنی تابع متمادی bug Y= f (X)‏ خطوط x=a‏ و X=b‏ محصور شده باشد؛ 
جسمی که از دوران مسساحت بين منحنى تابع فوق حول محور X‏ سه وجود 
می‌آید به گونۀ تقریبی استوانه یی شکل می‌باشد. که ارتفاع آن Ax=b-a‏ است و سطح این استوانه 
توسط سطوح دایروی شکل محصور گردیده که این سطوح را مقطع گویند ما می‌دانیم که مساحت 
دایره نظر به محور A(x) = 7۲ ۳۶ ,x‏ و شعاع این مقطع موازی به محور است؛ بنابرین YEr‏ 


می شود و فورمول حجم این جسم نظر به مجموع ریمان به طور زیر به دست می آید: 
a b b b‏ 
IS CE dG DIA‏ ناب 
=j f 7 K‏ 0( 71 7100 
* اگر مساحت منحنی تابع fY)‏ = × توسط خطوط y=c‏ و y = d‏ محصور شده باشد؛ مساحت مقطع 


چنین استوانه‌یی نظر به محور نز , 777 A(y)=‏ و ارتفاع آن 0-6 = ۸۱ و شعاع آن X=r‏ می‌باشد. 


حجمی که از دوران این مساحت به دست می اد چنین است: 


11 b b b 
vy = lim, = lim >, A)Ay = [z dy = |a x ay = z fO) F dy 
il a a a 


O 


محاسبةً طول قوس: 


فورمول محاسبة طول قوس: dt‏ [(0) ]+ [( ]لد =1 


L=Í 1+ f? (x) dx 0 
L= | (1+ £” (y) dy (2 
تمرینات عمومی فصل ششم‎ 


1- مساحت سطح محصور بین منحنی 0= 5-×- ”ر و محور ‏ را محاسبه کنید. 

2- مساحت سطحی را که بین منحنی 5187  <‏ و محور X‏ در انتروال [0,27] محصور شده 
e‏ 

3- مساحت سطح محصور شده توسط منحنی‌های ,= a = x‏ بر راتسا کل 
4- مساحت سطح محصور شده توسط منحنی با معادلة 4-3 + ×= ر و محور را دریایید. 
3- مساحت سطح محصور شده توسط منحنی‌های ss + SY‏ بر و 4 - مد < بز را 
e‏ 

-O‏ حجم جسمی را که از دوران سطح محصور شده توسط منحنی تابع y = 510 x — C08٨‏ در 
انتروال x=0‏ و x=‏ حول محور x‏ به وجود می‌آید حساب کنید. 

7- حجم جسمی را که از دوران منحنی تایع 2 + بط = از و محور X‏ در نتروال ]0,4[ به وجود 
می‌اید. دریابید. 

8- حجم جسمی را که از دوران سطح محصور شده توسط منحنی تابع p=‏ و تاره 
+y =2‏ ”× حول محور X‏ به وجود می آید» حساب کنید. 

9- حجم جسمی را که از دوران خط VEZEH‏ و محور X‏ در نتروال ]2,6[ به دست می‌آید 
0- طول قوس منحنی تابع 4 + ×-= ر را در انتروال 2> × > 2 - محاسبه کنید. 


1- طول قوس تابع + رگ = ر را در نتروال 5 > ۲ > 2 حساب کد 


O 


احصائبه 


O 


ما همه افخانيم. 


۰ متحول تصادفی که در احصائیه و احتمالات از آن استفاده می کنید. چه تفاوتی با متحولی که 
در الجبر آن را خوانده اید» دارد؟ 

s N‏ عناصر یک ست باشند و تابع IAK = x) (es)‏ را داشته باشیم» 
جوره‌های مرتبی را که توسط تابع فوق به دست می آید. بنویسید. 

° با توجه به شکل زیر مساحت محصور شده بین دو مقدار ‏ و k,‏ و تحت منحنی f(x)‏ را به 


صورت انتیگرال ارائه کنید. 


>x 


٩‏ بادر نظرداشت جدول زیر مجموعة x, f.)‏ 2 ع[(د< a - EG] , [EG‏ و 
|x, - EG)]° f G)‏ را به دست آرید. 


x |0 1 


1 


f(x) | 0.5 ۰ 5 

از فعالیت فوق به نتایج زیر دست می‌يابيم که: 
= تابع توزیع احتمال که در احصائیه و احتمالات مورد بحث قرار می گیرد» عبارت از تابعی است 
که ¿>Ú‏ تعریف آن فضای نمونه و ناحبهٌ قيمت‌های آن اعداد حقیقی است. 
ار داشسته باشیم در این صسورت جوره‌های مرنب 
fG,)]‏ که ... beis FED e FE‏ را تابع احتمال مجزا( گسسته) می گویند. 
= تابع احتمال پیوسته و تجمعی را می‌توان به شکل F(x) = P(X < x)‏ ارائه نمود. 

- اگر f(x)‏ تابع احتمال و × متحول تصادفی باشد» در این صورت احتمال این که × بین 

es ES را فا‎ Sk 


P(k > x > k,)= OL 


- اگر y‏ متحول تصادفی پیوسته و و > ,6 باشد در این صورت: 
P(k < x<k,)= F(k,)— F(k.)‏ 
= اگر × متحول تصادفی گسسته اشد در این صورت اوسط (Expected Value)‏ یک 


متحول تصادفی × که به Elx)‏ نشان داده می‌شود برابر است با: 


1) - (وت) ند‎ + DS 


O 


E(x)‏ اوسط x‏ نامیده می‌شود که آن‌را با x‏ نمایش می‌دهیم و همچنان اگر x‏ متحول 
تصادفی کسسته باشد. در این صورت وریانس ۶ که به شلک تا یفن داده ام شتواد 
مساوی است با: 
F 2‏ 
S => | - EG] £‏ 
مثال: یک > کت خصوصی می‌خواهد یک چاه آب را در روی یک تیه حفر نماید. هزينة این 
کار یک میلیون افغانی تمام می‌شود. اگر چاه حفر شده آب بدهد» صاحب شرکت ده میلیون 
اقغانی مزد می گیرد اما در غیر این صورت یک میلیون افغانی بابت حفر چاه ضرر خواهد کرد. 
الف: این موضوع را به صورت یک تابع ارائه کنید. 
ب: اگر استمال این که چاه حفر شده آب بدهد 0.2 و احتمال نرسیدن به آب 0.8 باشد در 
این صورت تابع احتمال» اوسط (Expected Value)‏ وربانس و انحراف معیار متحول 
P‏ راد رت در 
حل: 


الف: دیا گرام زیر نشان دهندة توزیع تابع احتمال است: 


ِ n: 
ده میليون — هط موجودیت ا‎ 
منفی یک میلیون عدم موجودیت آب‎ 


Awww 


@ 


ب چکونه گی محاسبةً تابع احتمال, اوسط متحول تصادفی ۰ وریانس و انحراف معیار متحول 


تصادفی در جدول زیر نشان داده شده است: 


اراک 
معیار 
5 


4.4 


واریانس 


S =fr -EF f) 
4.84- 0.8 =3.872 
77.44.0.2 =15.488 

> S° =19.360 


1- ماشینی که تولید کننده پیچ است. یک درصد از پیچ‌های تولید شده اش ناقص می‌باشد. 


انحراف مربعات متحول 
تصادفی از اوسط خود 
[x -EO‏ 
4 = 1-1.2(۳-) 
77.44 = (10-1.2) 


Jai 
EG) = Da S) 
—1-0.8 =—0.8 
10-0.2=2 

12 


احتمال آنکه در یک iar‏ 200 تایی از این نوع پیچ» هیچ پیچ ناقصی وجود نداشته باشد» 


چقدر است؟ 


2- یک مغازه 1000 بوتل آب معدنی استحصال نموده است. احتمال آن که در صورت 


انتقال» بوتل‌های شکسته ظاهر شود مساوی به 0.003 است. این احتمال را در صورتی 


دریافت کنید که مغازه بوتل‌های شکسته را طور زیر به دست آورد: 


2 مارگ‎ Æ 
2 کوچک‌تر از‎ -b 
2 j aE و‎ © 
حد اقل یکی از آن‌ها شکسته باشد.‎ 


9 


آزمایش برنولی و توزیع دو جمله‌یی 
سک s‏ کت :در اسان SL‏ از 


به نظر شما این شر کت کننده کامیاب می‌شود یا 


توزیع احتمال دو جمله‌یی» یک توزیع گسسته است که برای توصیف 


حوادث مختلف به کار می‌رود» زیرا بیشتر اتفاقاتی که در دنیا چ می‌دهد» دو حالت دارد. 


TT TT eee 

۵ چند مرتبه دوسکه انداخته شود تا همزمان هر دو سکه شیر بیاید؟ 

O‏ چند مرتبه دو تاس انداخته شود که مجموع شماره‌های آنها کوچکتر از 7 شود؟ 

۵ چند بار گرفتن یک مهره از جعبه‌یی که حاوی مهره‌های سیاه و سفید است» صورت گیرد تا مهره 
گرفته شده سفید باشد؟ (البته i ga‏ گرفته شده هربار به جعبه انداخته شود.) 

- اگر در انتخاب 7 کامیابی از n‏ آزمایش (m<n)‏ ترتیب آنها مهم نباشد» این انتخاب را به نام چه 
یاد می کنند؟ فورمول OT‏ را بنویسید. 

- اگر احتمال m‏ اشکال کامیابی(موفقیت) از n‏ آزمایش را به P‏ و احتمال n-m‏ اشکال ناکامی 
ا اس ارات واا q‏ نشان دهیم» پس احتمال 7 کامیابی در هر یک از این 7 اشکال 
آزمایش چند خواهد بود؟ 

- شاگردی با 5 امتحان 4 جوابه روبه‌رو می‌شود. او به طور تصادفی به سوالات جواب می‌دهد. فرض 
کنید موفقیت(جواب درست) با 7 و عدم موفقیت(جواب نادرست) با حرف F‏ نمایش داده شود. 
در این صورت. احتمال هر یک جواب درست و نادرست چند خواهد بود؟ 


از فعالیت بالا فهمیده می‌شود که آزمایش برنولی یک آزمایش تصادفی است که نتیجه OT‏ را می‌توان به 


دو حالت کامیایی و نا کامی دسته بندی کرد. 
í Sva)‏ 


توزیع برنولی را می توان به صورت ۲( P(X =m) = P" )1- P)"‏ نشان داد. درحالی که 
P‏ احتمال کامیابی و q =1- P‏ احتمال عدم کامیابی می‌باشد هرگاه یک آزمایش را ۸ دفعه تکرار 
کنیم» یک ترادف به دست می آید طوری که اگر احتمال کامیابی هر آزمایش P‏ و احتمال نا کامی آن 
q‏ باشد. احتمال m‏ کامیایی در این n‏ آزمایش عبارت است از: 

P(X <m)= |. 7 0<m<n 
نیز ارائه کرد.‎ B(m,n, p) فوق را می توان به صورت‎ åk 
و انحراف معیاری‎ X = np با در نظرداشت فورمول فوق» می‌توان اوسط توزیع دوجمله‌یی را به صورت‎ 
ارائه نمود.‎ S = Jn pq این توزیع را به صورت‎ 
مثال 1: احتمال شفا یافتن یک مریض از مرض شکر 0.4 است در صورتی که 15 نفر به این مرض مصاب باشند»‎ 
چقدر احتمال دارد که صرف 5 نفر شفا یابند و همچنان دریابید احتمال اینکه 3 الی4 نفر از آن‌ها شفا یابد.‎ 
بنابر این:‎ ۶= 0.4, q=1-P=0.6, m=5, n=15 حل: چون‎ 


P(m = 5) = ۳ . ۳ (F Joao” 


| 
— T y DP C Os 
5۱05 — 5)! 2 
۲ 2212994264 وعورم‎ 
120 


PG <m<4) دا‎ (040.6) 2 (20.4) 0.6) + P040.69 


- — 15! _(0.064)(0.0021767823) + (0 0256)(0.0036279706) 
31(15-3)! 41015 - 4)! 

= — o, 0001393141) + ۳0 000092876( 

5 E ,, 3.04261776 


6 24 
P(3 > ۱۷ > 4) = 0.19 


= 0.0633879155 + 4 


1- در یک š‏ + 200 خانواده سکونت دارند که هر کدام دارای 4 طفل می‌باشنده دریافت کنید احتمال این که: 
- حداقل یک پسر داشته باشند. 
- تنها دو پسر داشته باشند. 


= يک يا دو دختر داشته باشند. 
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ajy‏ احتمال پواسن 


اگر در توزیع دوجمله‌یی قیمت P‏ به طرف صفر و C‏ )1 
قیمت n‏ به طرف لایتناهی تقرب کند توزیع دو جمله- C‏ 
ime - ë 3‏ )2 
یی مساوی به چی می‌شود؟ n—o ۲ x:‏ 
Ae‏ 


oo 


= 
w 
۳۸ 
-À am 


اک 72 ۱ ۱ را CES‏ 


P(X = m) = ° '‏ را در حالی که 
m.‏ 


mp‏ = ۸ و قیمت‌های ۳۳0۳۳( ,")= ( = etik POX‏ محاسبه و قیمت‌های توابع فوق را 
مقایسه کنید و بگویید طرز محاسبةٌ کدام یک از فورمول‌های فوق ساده‌تر است؟ 

فورمول پواسن می‌تواند برای محاسبهٌ تقریبی 7 اشکال کامیابی از راا وقتی که 7 بز رگ 
و احتمال کامیایی p‏ ک چک باشد مورد استفاده قرار گیرد. 

فورمول پواسن برای محاسبۂ تقریبی احتمال m‏ اشکال در n‏ آزمایش عبارت است از: 


o ane 
m! 


P(X = m) =‏ 
که در آن np‏ = 2 و 2.71828 ٤=‏ می‌باشد. 


به خاطر داشته باشید که هم اوسط و هم وریانس توزیع پواسن برابر 2 است. 


مثال: به تعداد 200 مسافر تکت یک هواپیما را گرفته اند. اگر احتمال نیامدن مسافری که تکت 
گرفته» طبق تجارب گذشته 0.01 باشد استمال این که 3 مسافر نیایند جقدر است؟ 
حل: در این مسأله «نیامدن» کامیایی است و همچنان مشاهده می‌شود که 200 = n‏ به اندازۀ کافی 


بز رگ و 0.01 = م t‏ یعنی احتمال کامیابی به اندازۂ کافی کوچک است؛ بنابرین داریم: 


-2 am 
ium A =n p= 200۰0.01 =2 

m. 

1 1 
2 3 2 .8 — 6 
(2.71828) ۰2 _ (2.71828) 7.3890461584 

)3( = = 2 

3! 6 6 

n تس‎ _ 108268 


حال اگر این احتمال را توسط فورمول دو جمله‌یی محاسبه نمايیم» داریم: 


EDEA p” g 


n = 200 


ar = q = 0.99 
p= 0. 


POEP = oa (0.01)? (0.099) 


_ 200! 


3 197 = 
aa 2-4 


طوری که دیده می‌شود» دو جواب به EE‏ تفریبی معادل یکدیگر اند. واضح است که محاسبه 


احتمال به وسیلۀ فورمول پواسن ساده‌تراست. 


© 


یادداشت: فورمول پواسن را برای محاسبة احتمال تعداد مراجعات در یک زمان مشخص می‌توان 
به صورت زیر ارائه کرد: 


-At m 
P(X = m) = L 


در این فورمول 7 نسبت زمان عنوان شده به کل زمانی که اوسط برای آن داده شده است. m‏ 
تعداد مراجعه در 7 واحد زمان ا 


2 اوسط تعداد مراجعه‌ها در واحد زمان است. 


مثال: اگر تعداد مراجعین یک بانک به طور متوسط در یک ساعت 60 نفر باشد احتمال این که 


چهار نفر در سه 2235 اول به EKL‏ مراجعه ZS‏ چقدر است؟ 


حل: 
SS‏ : 0 - 2 
20 60 
E‏ 
20 
1 
ANA g Sl‏ را At Z‏ 
E aaa Oea O OJI‏ را 
P(m=4)= = = =‏ 
Taai‏ !4 !4 ۳ 
1 
4.03278 81: 
0.168032 = 4 _ _ 20.0854 _ 
24 24 
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چند توزیع نورمال با اوسط و انحراف معیاری مختلف مانند اشکال زیر داده شده است: 


شکل الف 


اجرای فعالیت زیر را با استفاده از اشکال فوق به طور شفاهی بیان کنید: 

e‏ در شکل الف توزیع متحول تصادفی 4 و 8 دارای چه نوع اوسط و انحراف معیاری 
می‌باشند؟ 

° در شکل ب توزیع C‏ و D‏ دارای چه نوع انحراف معیاری و اوسط هستند؟ 

° در شکل ج» توزیع‌های E‏ و F‏ دارای کدام نوع اوسط و انحراف معیاری می‌باشند؟ 

از انجام فعالیت فوق نتيجة زیر به دست می آید: 

منحنی‌های توزیع نورمال می‌توانند به چهار طریق با یکدیگر تفاوت داشته باشند. شکل ریاضی 

معادلۀ توزیع نورمال که نشان‌دهنده تابع توزیع احتمال آن f(x)‏ است. به صورت زیر نوشته 


می‌شود: 


S 1‏ 
ويا fG)= N(z,x,s)‏ 
در حالی که e‏ عدد ابت 2.71828 و 7 عدد ابت 3.14189 است. y‏ ۶ انحراف 
معیار و X‏ مقادیر متحول تصادفی پیوسته و J X)‏ ارتفاع منحنی را نشان می‌د هد. 
توزیع نورمال از جمله توزیع‌های پیوسته است. اختلاف در اندازه گیری‌ها را می‌توان توسط 


توزیع نورمال به خوبی تقرب نمود. 


@ 


مثال(آلوده گی موترها): 

ماشین موترها به هنگام سوزاندن تیل» مقداری آلوده گی از خود انتشار می‌دهند. 
آلوده گی‌های خارج شده از ماشین 46 موتر» توسط شخصی به‌نام لورنزن در سال 1980 
مرس e‏ 

یک دسته از آلوده گی‌ها شامل اکسایدهای نایتروجن است. 

گراف مستطیلی زیر میزان اکساید نایتروجن(برحسب گرام فی میل) این 46 موتر را همراه با 
تابع توزیع احتمال نورمال با اوسط و وریانس به دست آمده از نمونه‌یی که به وسیلۀ شخص 
مد کور گزارش شده است؛ نشان می‌دهد. مساحت a‏ کرک اھے سط ل ات 
است با تعداد 46 نمونه اندازه گیری‌یی که بین نقاط افقی این ستون‌ها قرار گرفته اند. 

به طور مشال ستون چهارم( که از 1 تا 1.2 روی محور افقی قرار دارد) دارای 
Z= ED nr mm;‏ می‌باشد. NI ms m‏ 


دارند. 


e, 


شکل زیر را در نظر بگیرید. موقعیت نقاط bD C. B.A‏ را از جنس اوسط و انحراف معیار 


ارائه کنید؟ 


A 
pum | 2 
71 ۰ 9۲۵ D F 


اگر متحول تصادفی x k sa‏ دارای توزیع احتمال نورمال با اوسط X‏ و انحراف معیاری s‏ 


اد احتمال اکا متحول تصادفی کمیت بین رد و ود را اختیار کند» به شکل انتیگرال 
e‏ — 


LT‏ محاسبٌ انتیگرال شکل ریاضی توزیع احتمال نورمال کار ساده‌یی است؟ 


X—x 


هر ol‏ متحول تصادفی نورمال × رابه صورت = 2 بنوبسیم. تابع توزیع احتمال f(x)‏ 


S 


مساوی با چیست؟ 


گفته می توانید که اوسط و انحراف معیاری شکل زیر مساوی با کدام اعداد است؟ 


e‏ شکل زیر به قیمت‌های 1 < ۲ و 3 = × به صورت نورمال با اوسط 50 = × و انحراف معیار 


= X—x 
دست اورید؟‎ a را‎ E يشان داده شده است» ات‎ = 5 


از فعالیت بالا به این نتیجه می‌رسیم که: 
ای اه ۱ x 2 ss‏ کمیت بین X,‏ و رت راا ار کا اا 
قاعده باید از تابع توزیع احتمال ‏ انتیگرال گرفت و سطح زیر منحنی را در x, iLab‏ تا X,‏ به 


صورت زیر محاسبه کرد: 


X2 X2 1 T سور‎ ۳۳ 
fœ <x <) = | f(a = Í sr s 6 = = 
- ÎNG, ASIEN 
i 5 3 x x 55 


متاسفانه محاسبه توزیع احتمال نورمال کار ساده‌یی نیست و برای محاسبهٌ سطح زیر منحنی 
توزیع‌های نورمال. ضرورت به ¿g‏ یک جدول طولانی است که به طور عملی این کار مشکل 
می‌باشد. اما خوشبختانه می‌توان مشکل ig‏ جدول را به ilg‏ معیاری ساختن دیتای احصائیوی 
D‏ 

بدین معنی که می‌توان قیمت‌های مربوط به متحول تصادفی × را که دارای توزیع نورمال است» 
توسط رابطة زیر معیاری نمود. 


۲ - ۲ 


= 
S 


در اینجا 2 را به‌نام متحول معیاری نورمال و منحنی را به‌نام منحنی نورمال معیاری شده با منحنی 
احتمال نورمال یاد می کنند. 


O 


به خاطر داشته باشید که متحول معیاری شدۀ Z‏ هميشه دارای اوسط صفر و انحراف معیار 1 
می‌باشد. همچنان مساحت بین منحنی نورمال و محور افقی» برابر با واحد انتخاب شده می‌باشد. 


مساحت زیر قسمتی از یک منحنی احتمال نورمال با احتمال تناسب مستقیم داشته و می‌توان آن‌را با 


x-x 
نشان داد:‎ pj به صورت‎ Z = —— تعویض‎ 
S 


ا 22 


mE 2 d= |N, 01۳2 


Z مقدار‎ 


مساحت تحت منحنی متحول × که بین ,×= × و x= x,‏ قرار دارد» مساوی است با مساحت 
منحنی متحول 2 که بین ,2 < 2 و Z= Z,‏ محصور می‌باشد. در نتیجه با داشتن جدول توزیع 
نورمال معیاری» احتمال هر توزیع نورمال را با هر قیمت ممکنة متحول تصادفی OT‏ به دست آورده 
می‌توانیم. 

ô ga‏ استفاده از جدول احتمال توزیع نورمال معیاری را می توان به طور مختصر توضیح نمود. 
جدول که در آخر این درس آمده است شامل احتمالات مربوطه به توزیع نورمال معیاری است. 
جدول زیر قسمتی از جدول آخر این درس را نشان می‌دهد. ارقامی که در بالای جدول نوشته 
شده است. نشان می‌دهد که جدول برای قیمت‌های — مثبت 2 تنظیم شده و مساحت زیر منحنی را از 
بقطا سفر ۲ 2 e r‏ 
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0.8869 
0.9049 
0.9207 
0.9345 
0.9463 
0.9564 
0.9649 
0.9719 
0.9778 
0.9826 
0.9864 
0.9896 
0.9920 
0.9940 
0.9955 
0.9966 
0.9975 
0.9982 
0.9987 
0.9991 
0.9993 


0.9995 


0.5000 


0.5398 


0.6915 
0.7257 
0.7580 
0.7881 
0.8159 
0.8413 
0.8643 
0.8849 
0.9032 
0.9192 
0.9332 
0.9452 
0.9554 
)( 1 
0.9713 
0.9772 
0.9821 
0.9861 
0.9893 
0.9918 
0.9938 
0.9953 
09965 
0.9974 
0.9981 
0.9987 
0.9990 
0.9993 


0.9995 


ری 
ñ.nzs4‏ 
1.1111 
1.1517 
0.1579 


UILL 
U iu 
nans 
ua 
۱۹09 
۱۱۹۹ 
0.0545 
0.033 
EETA 
0۰ 
۱37 
۷۵ 
U.a 
۱1۴ 
y.a% 


۱.25 
MAA 
MAT 
۷۱۵9 
A. 
WAIPA 
n. 
0.2255 
H ar? 
0.530 


C 219D 
ciwe 
L 3823 
C 6 
ا030‎ 
ارز تا‎ 
eww 
C 3997 
0101 
C 4306 
04179 
04535 
04025 
۱2۳1 
C 4761 


0.4055 
res 
0473 
c 4380 
r IK, 
C 4390 
r ans 
C Anas. 
دی‎ 
0 447 
0 us. 
29999 
29993 
re 
0.5000 


۱۱۵۷ 
D75 
U01 
MA 
0.1203 
رد۳‎ 
D24534 
MIr 
0.3073 
EE 


naia 
D4525 
J.L 
NAG 
DATS 


wags 
DASS 
D4555 
NAT 
n.soca 


0554 
Orr 
A3942 
0۰1111 
0.4279 
ua 
0.4515 
2.4005 
OARS 
0.4759 
۱۶ 
0.3005 
OJLL 
01913 
04921 
0.4902 
AILI 
0.4971 
0.4979 
nawis 
LS UE 
0449? 
daria 
oqb 
0.4497 
nagyun 
1993 
0.4929 
114997 
2.5009 


۷.1 
۱۱۷ 
1.544 
۱ 
۱۱ 
۱۱, 
0.0505 
و۷‎ 
fim? 
0.744 
nT 
0.442 
ESTIU 
6 
۱, 
0۵44 
uot 
۱.39 
0.2574 
۱۱۳ 
۷۱. 
۱2 
f.4 
VY. SIO 
۱۱7 
uau 
A.3 
0.2533 
mamn 
۱,00 


z 


ICLON 
00357 
O05 
01331 
01700 
02054 
02393 
0.1 
02336 
Oiga 
Ory 
۱/۳۹ 
0325 
OW 
2421 
UA 
04335 
04:31 
Dair 
04738 
0473 
اا‎ 
DANS 
oana 
DASI? 
04545 
A9 
20484 
04577 
pasia 


۱ 
0933 
0.352? 
H 4099 
0.5099 


U. yu 
۱.37 
uuu 
123 
0.1544 


U. IU 
u imu 
A.M? 
u. 
۱-36 
nasan 
۱0۱ ۹04 
0, 
Nosna 
0.0732 


0۰-293 
UTA 
0-398 
D.e? 
U arl 


۳۱ 
2.47Ê 
۳۹ 
3 
182۶ 
2,19085 
0.232 
NRI? 
0.3939 
بو‎ 
ú 1 
U Jot 
3۹998 
U Wil 
2.4227 


1.4441 
UN, 
n. 4067 
0.4976 
۱۰91۱7 
17 
1.401 
RAD 
ی‎ 
f.4447 
HM 449 

2.4499 
0.4592 
۱ 4999 
2.5000 


ا2 


O ls 


RE? 
aayan 


a4207 


۱ 
243635 


24566 
TARII 


24719 


240 
EEEH 
IAEE 
24975 
MANA 
2457 

a4141 
a4443 
2 


a4497 


A Ali 
1.4992 
وود‎ 
LEKKI 
2.000 


aun 
00393 
0۱0/۹۰ 
0117? 
015588 


07415 
065 
0303 
OWJ 
04197 
LUA 
242 
0454 
OAM 
04713 


04933 
رز‎ 
رت‎ 
04074 
n 391 
9 
04992 
04993 
04995 
07 
nayun 
04993 
04959 
NA 
03002 


به طور مثال؛ اگر 6 =2 باشد. ابتدا سطری را پیدا کنید که در آن Z‏ معادل 1.5 است. چنانچه 
در طول OT‏ سطر پیش رویم تا به ستونی برسیم که بالای OT‏ 0.06 نوشته شده است. به عدد 


P(0 > z > 1.56( = 0.9406 EE 


مثال 1: دستگاه پر کنندۀ بوتل‌های نوشابه طوری تنظیم شده است که 952 میلی لیتر نوشابه رابه 
داخل بوتل می‌ریزد. این میزان نوشابه دارای توزیع نورمال با اوسط 2 میلی ليتر و انحراف 
احتمال این که بوتل نوشابه بین 952 تا 956 میلی لیتر نوشایه ذاشته باشدء چقدر است؟ 
حل: ابتدا 2 را از جنس × دریافت می کنیم: 
ال اه 
l s 4 4‏ 
4 956-952 
کے چ = و2 
4 4 
بنابرین ¿>Ü‏ تعریف x‏ از 952 تا 956 به ¿>Ú‏ تعریف 2 از 0 تا 1 تبدیل می‌شود. 


0 


1 


با استفاده از جدول(2) داریم که 0.3413 2 (1 > 2 < 260 و احتمال این است که بوتل حاوی 952 
تا 956 میلی لتر نوشابه می‌باشد و يا به عبارة دیگر» 34.13 درصد بوتل‌های پُرشده دارای 952 
تا 956 میلی‌لیتر نوشابه اند. 


A P(0 > z <1) = P(z,)— P(z,) 
03413 = P(1)— P(0) 
x س‎ = 0.8413—0.5000 
] : = 13 


O 


8 است. با استفاده از جدول نورمال معیاری» فیصدی نمرات بین 54 تا 4 رابه دست آرید. 
حل: حل JL‏ در شکل زیر به صورت ترسیمی نشان داده شده است: 
54-0 


2 8 
84-0 


برای 54 = × داریم: a)‏ 


22 


SÍNS داریم:‎ X= 4 برای‎ 


جدول(2) نورمال معیاری داریم: 
2۶۵ (2 > 2 > 0)ظ ‏ (0 > C‏ 
P(0 > z <1.75) = 0.9599‏ 
مساحت سیاه شده در شکل» احتمال مورد نظر است. 


P(0 > z >1.75( - p(—2 > 2 > 0) = 0.9599 — 0.4772 = 0.4827 


> x 
/ ` 
۸ s 
Z: X 
f I ha 
k E 
e | e 
dg TD = 
و‎ 0 1.75 


í 


با درنظرداشت مثال 1 محاسبه کنید که چند درصد از بوتل ها دارای 948 تا 956 ملی لیتر نوشابه 


اند. 


نمونه گیری 
ضرب‌المثل«مشت نمونه خروار است» را چگونه 


ته G‏ می کنبد؟ 
ñ=?‏ ج جامعه = N‏ 
ر 
| 
S‏ 6 
۵ اگر بخواهید قد شاگردان صنف 12 افغانستان را اندازه‌گیری نمایید» برای این کار چه روشی را 
پیشنهاد می کنید؟ 
e‏ 


نمونه به دو دسته تقسیم می‌شود؛ Sa‏ ساده و نمونة تصادفی» شما کدام یک از این نمونه‌ها را ترجیع 
می‌دهید؟ چرا؟ 

دلایل گوناگونی برای توجیۀ عمل نمونه گیری وجود دارد LT‏ می‌توانید یک یا دو دلیل OT‏ را بیان کنید؟ 

LT‏ ویژه گی‌های عددی مانند اوسط و انحراف معیاری که در توزیع جامعه و توزیع نمونه استفاده 
می‌شوند یکسان اند؟ 


bT‏ تفاوتی بین نتیجهٌ نمونه گیری و مقادیر مشاهده شدهٌ متحول‌های تصادفی وجود دارد؟ 


از فعالیت بالا دانسته می‌شود که روش‌های گونا گونی برای نمونه گیری وجود دارد: 


- نمونه گیری تصادفی: وقتی عناصر جامعه همه برای انتخاب شدن هم‌چانس باشند. 

نمونه گیری سیستماتیک: وقتی عناصر جامعه به صورت منظم (Code), L;‏ گذاری شده باشند. 

- نمونه گیری طبقه‌یی: وقتی جامعه به گروه‌های متجانس تقسیم شده باشند. 

- نمونه‌گیری خوشه‌یی: اگر جامعه خیلی بزرگ باشد» آن‌را به خوشه‌های مختلف تقسیم و از هر 
خوشه نمونه‌یی را انتخاب می کنند. 


— هر ویژه گی عددی یک جامعه(اوسط و انحراف معیار) را پارامتر جامعه می گویند. 


(t° 


- هر ویژه گی عددی یک نمونه(اوسط و انحراف معیاری) را آمار می گویند. 

- نتیجة نمونه گیری را به عنوان قیمت‌های مشاهده شدۀ متحول‌های تصادفی در نظر بگیرید. 

- متحول‌های تصادفی ,تد... ×, × را یک نمونة تصادفی از متحول تصادفی × می گویند اگر تابع 

مربوط آن به صورت  ),(۰ f (x,)... f (x,)‏ = ( ,۲ و..., و ,) [ تعریف شده باشد. 

مثال: فرض کنید یک قوطی دارای 5 DE‏ سفید و 7 گلولهٌ سیاه است. از داخل قوطی 5 گلوله را یک 
یک و با جاگزینی(انتخاب دوبارة یک عنصر مجاز باشد) انتخاب می کنیم. 
نمونة تصادفی انتخاب شده را به زبان متحول‌های تصادفی بیان کنید و توزیع مربوطة آن‌ها را بیابید. 
حل: سه متحول تصادفی ,×, ر× و × را در نظر بگیرید. متحول تصادفی ,× عدد صفر را برای انتخاب 
I£‏ )2 سیاه در مرحلۀ اول و عدد یک را برای انتخاب گلولۀ سفید در مرحلۀ اول» اختبار می کند. متحول 
X,‏ نیز عدد صفر را برای انتخاب JÉ‏ )2 سیاه در مرحلۀٌ دوم و عدد éS‏ را برای انتخاب ¿J IÉ‏ سفید در 
مرحلۀ دوم اختیار می کند.همچنین متحول تصادفی × نیز عدد صفر را برای انتخاب JÉ‏ )2 سياه در مرحلة 
سوم و عدد یک را برای انتخاب گلولا سفید در مرحلاٌ سوم اختیار می کند. در این صورت هر یک از 


متحول‌های تصادفی ,5 , X;‏ و X;‏ یک متحول تصادفی برنولی است. 


N I ; 5 
۱۱ (5 | x; = (li Š | — |. 2 5 ارات مها‎ — ab 
J (x;) o ( o. X; Tock را یرای معادیر‎ p 12 پارامتر‎ 


چون نمونه گیری تصادفی است؛ پس متحول‌های کک 7.۶ و ۲ مس ار یک کر اد sa‏ 
تابع مربوطه عبارت است از: X, = X,)‏ و X, =X,‏ و =x,‏ ,2۳ (و۲, ولو  )‏ 

به خاطر داشته باشید که هر تابع از عناصر نمونة تصادفی را که به پارامترهای مجهول بسته گی نداشته باشد؛ 
آماره می گویند. 
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نمونه‌های به دست آمده چند خواهد بود؟ 


2 نموه ساده و نموه ساد را امال بان aus‏ 


3- فرض کنید از جامعه نمونۀ تصادفی برداشته ایم با این نمونه چه باید بکنیم؟ 


@ 


توز بع اوسط نمونه 
دولت می خواهد بداند که درآمد متوسط افراد یک شهر 


11 
انتخاب و اوسط نمونه محاسبه می‌شود. حال باید از روی 9 ار 
این مقدار محاسبه شده کدام کمیت را تخمین کرد؟ n‏ 
La‏ 
۵ دیتای جدول زیر نتیجۀ مسابقۀ ورزشی سه شاگرد را نشان می‌دهد. 
پژواکک سلیمان داود ۱ نام 
s 3 4‏ 7 


۰ توزیع احتمال نمرات را بنویسید. 

۵ اوسط و انحراف معیار نمرات شاگردان را حساب کنید. 

٩‏ نمرات داده شده را به صورت جوره‌های مرتب(نمونه‌های دوتایی ممکن باجای گزینی) ارائه و 
با اوسط هر یک از نمونه‌ها به شکل جدول نشان دهید. 

۵ جدول توزیع احتمال اوسط نمونه‌ها(جدول توزیع کثرت (X‏ را بنویسید. 

٩‏ گراف مستطیلی جدول کثرت ‏ را ترسیم کنید. 

© اوسط متحول ‏ را با اوسط نمرات شاگردان مقاسه کنید. 

از فعالیت بالا نتیجه زیر به دست می آید: 

ار Xy‏ و...., ولا رلا ییک i ga‏ تصادفی از La,‏ تابع احتمال f(x)‏ باشد» در این صورت 


w J 


E(x,)= H X, اوسط متحول‎ 


5 1 ” 
V(x) =- ó° X, وریانس متحول‎ 
11 
s دا‎ = ° (x, —x)° وریانس نمونه‎ 
n—1 = 
E(S2)= ó° اوسط وریانس نمونه‎ 


-Ig 
وریانس نمونه اند.‎ S? وریانس جامعه و‎ Ó اوسط نمونه؛ ۸ اوسط جامعه»‎ ×, = — < x, در حالی که‎ 
N iz 


مثال: از جامعةٌ زیر» تمام نمونه‌های تصادفی دوتایی ممکن را با جای گزینی انتخاب می کنیم: 
3 , 2 , ۲-1 3= 

الف: توزیع احتمال × را بنویسید. 

ب: اوسط و وریانس جامعه را حساب کنید. 

ج: جدول توزیع X‏ تشکیل و گراف مستطیلی × را رسم کنید. 

TS 


حل: 


الف: 


۶ لا‎ 
fe | 


Q | =|% 


1 
3 


u=E()= xf (0= 0+2+3)=2 


x= 


. سر‎ í = o 4 2 LIP) -4 


1 2 4 2 
ó, = E(x )-(E(x)) 2 = 


@ 


ج: جدول زیر تمام نمونه‌های دوتایی ممکن با جاگزینی و اوسط هر یک را نشان می‌دهد: 


1a OD O2 CY CDe) 2% GD G,2) 83) 
7۱ لد‎ O os یز‎ 


۲ 1 i 2 2 
1 3 2 1 
x 
HE T 
به صورت زیر رسم می‌شود.‎ X گراف مستطیلی‎ 
BA 
3 
Š ۳۹ 
1 
- EE 
i IG 3 29 2 PA 
se) 
1 2 3 2 1 18 
== ۳۱ 2 (۳ ۴ . + 2.-4+25.-+3.- << 
EL) - O) ا‎ e 
= 2 2 3 2 1 13 
۳) (2 í 1 + 0.5 n eY: +3 
n 
E()= E(x) =2 
e 1 طوری که دیده می‌شود:‎ 
J ند‎ a 
PTS) 
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و 
1- فرض کنید جامعه‌یی متشکل از چهار عدد 2 و 8 باشد. در این صورت: توزیع» اوسط و 
وریانس این جامعه را محاسبه کرده و سپس از این جامعه نمونۀ تصادفی دوتایی با جای گزینی 


اوسط و وریانس × را حساب کنید؟ 


(°: 


قضيهٌ ليمت مر کزی 
کت 2 راارسط بر و اد اهر N-n‏ 5 ۱ 
نمونههای X‏ و S‏ اطلاعات دربارة کدام lim S‏ 


پارامترها را در اختیار ما می گذارد؟ 


S IN-n S E n 
که‎ E ae و حجم امع کو کک رابه‎ n حم جامعة‎ ۱ ۰ 
9 N] کو را د‎ ES گر حجم برر‎ 


N‏ تعداد عناصر جامعه» N‏ تعداد عناصر نمونه و 5 انحراف معیار باشند) نشان دهید» چه وقت 


حجم جامعةٌ بز رگ می‌تواند مساوی با حجم جامعةٌ کوچک شود؟ 
° اگر XX... x,‏ دارای توزیع نورمال و مستقل از یکدیگر باشند» LT‏ حاصل جمع آن‌ها 
دارای توزیع نورمال است؟ 
۰ اگر متحول‌های تصادفی مستقل Xy‏ ,... ر×, × به طور یکسان توزیع شده و دارای اوسط H‏ 
و وریانس 8 باشند» گفته می‌توانید که اوسط و وریانس توزیع Boe E,‏ راز SS‏ 

چند است؟ 
از فعالیت فوق به نتیجۀ زیر دست می‌پابیم: 
اگر از یک جامعۂ بز رگ LN‏ اوسط متناهی H‏ و وریانس متناهی 8 یک نمونة تصادفی n‏ تایی 


انتخاب کنیم» در این صورت اوسط نمونه؛ یعنی X‏ دارای توزیع به گونۀ تقریبی نورمال با اوسط 
2 


x == $ 2_0‏ 
Ó, p‏ و متحول تصادفی E‏ - 2 دارای توزیع نورمال معیاری است. 


J 


اکر L Ñ —J‏ برای قیمت‌های بزرگ N‏ به عدد 1 تردیک شود لیمت آن وقتی که 
n — co‏ کند» مساوی با 1 می‌شود. 
مثال: نمرات شاگردان در یک صنف بز رگ دارای توزیع نورمال با اوسط 1و انحراف معیاری 
9است. یک نمونة 9 تایی انتخاب می کنیم. احتمال این را که اوسط نمرات این نمونه بیشتر از 80 
باشد» حساب کنید. همچنان اگر یک شاگرد را به طور تصادفی انتخاب کنیم» احتمال oT‏ را که 
نمره او بیشتر از 80 باشد» محاسبه کنید. 
حل:چون X‏ دارای توزیع نورمال با اوسط ۸ و انحراف معیاری می‌باشد» داریم: 
کرحت 
وله Jn‏ 
P(z > 3( =1- 0.9987 = 0.0013‏ -1= 
همچنان برای 1< 7 داریم: 


2) > 80) = ت > تس‎ (= ٥)2 >D 


a E S 


توجه: — PCE)‏ را از جدول (1) توزیع نورمال به دست می آوریم. 
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EEN Pan 


وزن جعبه‌هایی که توسط یک ماشین بسته بندی می‌شوند» دارای توزیع نورمال با اوسط 
۳ = ۸ و انحراف معیاری 2087 = 6 می‌باشند. احتمال oT‏ را که اوسط وزن یک نمونۀ 
تصادفی 7-16 تابی از جعبه ها کم تر از 7 باشد» محاسبه کنید. 


E 


توزیع نمونة بت 
در شهر ۸ به تعداد 1 نفر می‌خواهند شخص را به 
عنوان شاروال انتخاب نمایند. | گر این اشخاص مورد 
سوال قرار گیرند و نشان دهندة تعداد اشخاص موافق 


باشد» کثرت نسبی آن مساوی به چیست؟ 


ار 
| 0 
P-‏ 
یت کر 
© اگر × دارای توزیع دو جمله‌یی باشد» می‌توانیم بنویسیم: 
H P*(1—- p)” 7 s == un „n‏ 
e‏ اگر P= nP‏ باشدبا تمویض قیمت × در فورمول بالا SE)‏ را بتوبسید. 
11 


×, ,...,×, متحول تصادفی‎ N متحول تصادفی × متشکل از مجموع‎ s: ۳ در فورمول‎ o 
ار‎ P n s. باشد»‎ 

اگر × متحول تصادفی؛ ie sama D‏ آزمایش‌های برنولی و P‏ احتمال موفقیت هر آزمایش باشد. در این 
صورت: =۶ آمارة نسیت نمونه E(x) =n p‏ اوسط (Expected Value)‏ و V(x) < ۰ pq‏ 
وریانس متحول تصادفی 6 می‌باشند. 
با توجه به توزیع دوجمله‌یی» می توان توزیع P‏ را توسط این فورمول انجام داد: 

|a] OS Page ll 
u, =E(P)=P به این صورت است:‎ P و وریانس متحول‌های تصادفی‎ (Expected Value) او سط‎ 


82 p= V(P)= pq _ p-p) 
11 


LATUR p-p 


توزیع‌های نورمال معیاری عبارت است از: 2 TF‏ 
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مثال: احتمال مرغوب بودن کالایی» 0.3 = P‏ است. یک i g‏ تصادفی سادۂ 6 = 7 تایی را انتخاب 


A 


می کنیم. ا کر × نشان‌دهندة تعداد کالاهای ناقص باشد توزیع احتمال x‏ و P‏ را بنویسید. 


حل: متحول‌های تصادفی ۰ دارای توزیع دوجمله‌یی با پارامترهای P=0.3‏ و 6 = 1 می‌باشد. 


E 5 59 x= 0.1 8‏ 
با استفاده از جدول زیر توزیع دوجمله‌یی احتمال‌های فوق را محاسبه کرده و جدول توزیع احتمال را می‌نویسیم: 
x 0 1 2 3 4 5 6‏ 
f(x) | 0.1176 5 0.3241 0.1852 5 0.0102 0.0007‏ 
2 54321 
تحول تصادف P‏ قیمت‌ھای (0 ,و , ,ر و 1 رااختا کند: 
5 کی ۰ — i P‏ رااختیار می 


PE- (۱ P(X S 0) = 0.L126 


mí 
P(P =>) = PQ =1) =0.3025 
P(P=”)= P(X =») و بقیه نیز به طور مشابه محاسبه می‌شوند؛ توجه کنید که:‎ 
11 
و توزیع احتمال  عبارت است از:‎ 


E 0 1.6 2.6 3.6 5.6 1 


J(P) |0.1176 0.3025 0.3241 5 0.0102 0.0007 


Fj 3 
ME 06 ۰ (۱ <3) Bp O. 6. ۱۱ 0.9294 در مثال بالا:‎ 


x=0 


P(P <0.27)= P(x <1.62) = P(x <1)= 0.1176 + 0.3025 = 0.4201 T 


1 احتمال اینکه شخصی فورم درخواست استخدام را به طور کامل و بدون اشتباه پر کند PEO‏ 


می‌باشد. یک نمونۀ 200 = n‏ تایی از فورم‌های استخدام پر شده را انتخاب کرده ایم: 
CX‏ 
- احتمال آن را محاسبه کنید که در داخل ¿Lo‏ 0.05 از نست جامعه؟ 


— احتمال آن را حساب کے که a‏ بسن از 0 باشد. 
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O‏ متحول تصادفی» اصطلاحی است که به عنوان یک تابع در احصائیه و احتمالات مورد استفاده قرار می گیرد. 
9 تابع احتمال یک متحول تصادفی گسسته» تابعی می‌باشد که ناحیۀ تعریف OT‏ اعدادی است که متحول 
تصادفی می تواند اختیار کند و ¿>Ú‏ قیمت‌های oT‏ شامل احتمال‌های مربوط به عناصر >Ú‏ تعریف است. 
9اوسط (Expected Value)‏ و وریانس متحول تصادفی کته s:‏ عبارت است از: 
Ex) = 2 x, f(x.) = x‏ 
i=]‏ 
AY DI AC N‏ 
i=l‏ 
#توزیع برنولی: P(X =m) = P"(1— P)"‏ 
#توزیع دوجمله‌یی: q‏ ۳( بر )]- («- 6 
#اوسط و انحراف معیار توزیع دوجمله‌یی عبارت اند از: x=np š S = ۷ Pq‏ 
g% AA‏ 
m!‏ 
° توزیع نورمال: شکل توزیع نورمال متناظر و شبه زنگوله است در توزیع نورمال شاخص‌های 
احتمال آن عبارت است از: 


P(x=m)= 


° برای محاسبهة مساحت تحت منحنی تابع احتمال f(x)‏ در فاصله‌های 2 الی b‏ می‌توان از انتیگرال زیر 


b X-H.2 
P(a<x<b)= | fo) ax = snn n 


b 1 
Í 1 . 
- 1 


O 


@ توسط رابطة — = Z‏ می‌توان هر ås gama‏ احصائیوی را که دارای توزیع نورمال است. به نورمال 
معیاری تبدیل کرد. 

۵ نمونه به دو دسته تقسیم می‌شود: نمونۀ ساده و نمونۀ تصادفی. 

9 روش‌های نمونه گیری به صورت عموم عبارت اند از: نمونه گیری تصادفی نمونه گیری منظم نمونه 
گیری گروهی و خوشه‌یی. 

e‏ کمیت نمونه را اوسط نمونه و کمیت جامعه را پارامتر جامعه می گویند. 

۵ تابع مربوط متحول‌های تصادفی 43 X‏ را به صورت X) = f(x.) f (x;)... f x,)‏ و fu‏ 
تعریف می کنند. 

٭ اگر × یک نمونۀ تصادفی از جامعه با تابع احتمال f(x)‏ باشد» E(x,) = H‏ اوسط ~=( 
وریانس اوسط. O?‏ وریانس جامعه و S?‏ را وریانس نمونه می‌نامند. 

۵ هر گاه از یک s,‏ نورمال N‏ یک Š G‏ تصادفی n‏ تایی انتخاب کنیم؛ آمارة اوسط نمونۀ × دارای 


2 = 
E A.‏ . 2 4 ۸ - 2 ۱ 
بت یی لت و مر = ۵ و توزیع نورمال معیاری -ج" = 2 می‌باشد. 


Vn 
عدم‎ q =1- توزیع دو جمله‌یی» به 10 تعداد آزمایش‌های تکراری برنولی»  احتمال کامیابی و‎  هاگره‎ ٩ 


احتمال کامیابی هر آزمایش باشند در این صورت آماره نسبت i ga‏ اوسط (Expected Value)‏ و 
T.‏ 

وریانس متحول تصادفی X‏ به ترتیب عبارت اند از: P=-—‏ و ,+E(G)=np‏ 2 ۰ < () ۲ 
1 


IGY 
به ترتیب‎ P همچنان توزیع دو جمله‌یی» اوسط وریانس و توزیع نورمال معیاری و متحول تصادفی‎ 


E(P) = P ۱ f(P) = | gea 


— , 7) =£ 
Pq n 


@ 


تمرینات عمومی فصل هفتم 
1. دو سکه را چهار مرتبه با هم پرتاب کنید و تعداد خط‌ها را در نظر بگیرید: 
- متحول‌های تصادفی را به صورت تابع نشان دهید. 
- احتمال هر یک از پرتاب‌ها را با فضای نمونه نسبت دهید. 
_ تابع احتمال گسسته و تجمعی OT‏ را بنویسید. 
2 هر گاه احتمال ناقص بودن یک جوره بوت 0.1 = P‏ باشد» اوسط و انحراف معیار بوت‌های ناقص را در 
یک نمونه 400 = 7 جوره بوت دریافت کنید؟ 


3 در انبار یک شرکت به تعداد 500 wh‏ کمپیوتر وجود دارد که از آن جمله 50 بای آن نواقص دارد. 
یک مشتری 10 پایه از این کمپیوتر ها را می‌خرد» احتمال این که وی 8 LU‏ سالم را خریده باشد چقدر 
است؟ 

4 از اطلاعات زیر که مربوط به دو پارامتر اوسط و انحراف معیار می‌شود. برای رسم یک توزیع نورمال 
استفاده نمایید. 
ابتدا یک محور افقی رسم کنید و نقاط ,X+S , X‏ فد ۲ , کم و 2 - 7 را در روی Ol‏ 
محور مشخص کنید سپس نقطه‌یی را به ارتفاع اختیاری 0 در بالای X‏ در نظر بگیرید. اکنون در بالای 
5 +۲ نقطه‌یی به ارتفاع 0.6/1 انتخاب کنید؛ یعنی نقطه‌یی با مختصات (0.6۸, 8 + ×). چون منحنی 
نورم‌ال متناظر است. همين عمل را در خصوص 1-5 نیز انجام دهيد. حال در 
ا A‏ ک 2 3 دو نقطه‌یی به ارتفاع h‏ و 0.15۸ در نظر بگیرید. متوجه باشید که برای 
رسم دقیق منحنی نورمال باید اعداد 0.6067۸ و 0.1354۸ به جای 0.6۸ و 0.15۸ مورد استفاده 
قرار گیرند. در نتیجه» این نقاط را توسط یک خط منحنی به هم وصل کنید و بگویید که این منحنی در 
کدام فاصله‌ها محدب و در کدام فاصله‌ها مقعر است. 

5. یک مطالعه در یک شفاخانه نشان می‌دهد که تعداد متوسط مراجعین در ساعات 6 الی 8 بعد از ظهر روز 
شنبه 25 نفر است. فرض کنید که توزیع تابع احتمال پواسن در این حالت صدق می کند. 

- توزیع احتمال تعداد مراجعین شفاخانه بین ساعات 6 الى 8 بعد از ظهر روز شنبه را به‌دست آورید و 
گراف آن را رسم کنید آیا این توزیع خمیده است؟ 

- مقدار اوسط و انحراف معیار این توزیع را به دست آورید. 

- آیا ممکن است که بیش از 7 نفر بین ساعات 6 الی 8 بعد از ظهر روز شنبه به شفاخانه مراجعه کنند؟ 


ر 


1 
6. فرض کنید تعداد اشتباهات یک صفحه از یک کتاب دارای توزیع پواسن با پارامتر می‌باشد 
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تفای است محامه احتمال این S‏ 


- حد اقل یک اشتباه تایپی در این صفحه و جود داشته باشد. 
- به طور دقیق 5 اشتباه تایپی در این صفحه وجود داشته باشد. 
- بین 3 الی 6 اشتباه تایپی در این صفحه وجود داشته باشد. 
J‏ فرض کنید که قطر پیستون‌هایی که توسط ماشین اتوماتیکی ساخته می‌شوند» به طور نورمال با اوسط 25 
میلی متر و انحراف معیاری 0.5 میلی متر توزیع شده است: 
- احتمال این که قطر پیستون بین 25.2 تا 25.9 میلی‌متر باشد چقدر است؟ 
- چه نسبتی از پیستول‌ها دارای فطرهایی معادل 25 میلی متر و کمتر ات9 
- اگر 1000 پیستون ساخته شود چند دانۀ آن‌ها احتمال می‌رود که قطری کم تر از 24.07 میلی‌متر 
داشته باشند. 
- چه درصدی از پیستون‌های تولیدی. قطری معادل 24.56 میلی‌متر یا بیشتر دارند؟ 

5 میزان درآمد افراد یک شهر دارای توزیع غیرنورمال با اوسط 90 = ۸ افغانی و انحراف معیاری 25 
افغانی است. احتمال OT‏ که مجموع درآمد افراد یک نمونۀ 225 نفره بیش از 21000 افغانی ¿AAU‏ 
چقدر است؟ 

9 می دانیم که 56% مردم طرف‌دار نامزد A‏ هستند. چقدر احتمال دارد که در یک نمونه 50 = n‏ تایی؛ 
حداقل 60% افراد طرف‌دار نامزد A‏ باشند؟ 

0 در مثال بالا اگر 0.4 = ۶ باشد؛ یعنی احتمال این که فردی طرف‌دار نامزد ۸ باشد مساوی به 0.4 
است» یک نمونةٌ 200 = 7 تایی انتخاب می کنیم. چقدر احتمال دارد که لااقل 100 نفر از آن‌ها 
طرفدار نامزد ۸ باشند؟ 


O 


احنمالات 


فضای نمونةً کسسته و پیوسته: 
در شکل مقابل» از نل‌های شماره لاو 22 بر 
زمین می‌ریزد. چه تفاوتی بین ریختن قطره‌های 


آب از نل‌های مذ کور وجود دارد؟ 


۰ با بات کی دنه رم مس وا رس E‏ 

٩‏ آیا زمان افتادن یک عدد سیب پخته را از درخت پیش‌بینی کرده می‌توانید که طور دقیق بعد 
از گذشت چند ثانیه» دقیقه و یا ساعت به زمین خواهد افتاد؟ 

۵ فضای نمونه افتادن سیب را نظر به زمان بنویسید؟ 

۵ تعداد عناصر فضای نمونۀ پرتاب دانه رمل و افتادن سیب از درخت را چگونه مقایسه می کنید؟ 

از انجام فعالیت فوق نتیجه زیر به دست می آید: 

فضاهای نمونة یک تجربة اتفاقی» عبارت از مجموعه معین يا نامعين و یا محدود یا غیرمحدودی 

اند که یک دست آنهاقابل شمارش (countable)‏ و دست دیگر آنهاغیر قابل 

شمارش(1110011101016) می‌باشد. فضای نمونه‌یی که عناصر آن قابل شمارش و تشخیص اند به 

نام فضای نمونهٌ گسسته با غیرمتصل و فضای نمونه‌یی که عناصر آن قابل شمارش نیستند به نام 

فضای نمونهٌ متمادی یا پیوسته یاد می گردند. 

مثال 1: کدام یک از فضاهای Š sS‏ زیر پیوسته و کدام یک آن‌ها گسسته است: 

الف: پرتاب دو دانه رمل 

ب: انتخاب یک عدد حقیقی بین 8 و 12 

ج: انتخاب 3 نفر متعلم از بین 30 نفر شا گرد 

۵: بالا رفتن درجة حرارت یک کوره از 100 درجة سانتی گرید به 1000 درجۀ سانتی گرید 


O 
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حل: الف و ج چون از تعداد محدود عضو تشکیل گردیده, فضای نمونۀ گسسته هستند وچون 
ب. د و هاز اعداد حقیقی تشکیل گردیده اند نامحدود و یا پیوسته می‌باشند. 
مثال 2: خیبر برای آب دادن گل‌های داخل حویلی خود یک واتریمپ خریده است. هرگاه عمر 
واتر پمپ را برحسب ساعت در نظر بگیریم» فضای نمونة طول عمر واتریمسپ 
می‌تواند هر عدد حقیقی مثبت در صورت خراب شدن باشد و وقوع همچو یک حادثۀ اتفاقی 
صفر و یا هر عدد حقیقی شده می‌تواند که این فضای نمونه. یک فضای نمونة متمادی و يا پیوسته 
ار 
یعنی: 4 زمان خراب شدن واترپمپ ۶<0: 78 < ٩‏ است و در فضای نمونة فوق نهان 
idia‏ طول عمر واتریمپ می‌باشد. 
بادداشت: 
1- در مثال اول جز الف و ج فضاهای نمونه محدود و عناصر آنها قابل شمارش و جز ب» د 
و a‏ فضاهای نمونه نامحدود و عناصر آنها غیر قابل شمارش می‌باشند. که تمام اعداد حقیقی 
مثبت را می تواند در بر داشته باشد. 
29 در مثال دوم فضای نمونه پیوسته یا نامحدود است که به صورت یک انتروال اعداد 
حقیقی ارایه می گردد. 
A=‏ 
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=i‏ تیراندازی به داخل یک دیسک دایروی با شعاع ۲ را در نظر گرفته و فضای نمونة محل 
اصابت تر په دال دایرء را که رد بر در SD D‏ ی eE E‏ 
چگونه یک فضای نمونه است؟ 

2- یک نقطه را به صورت تصادفی در داخل b mla‏ 
شکل مقابل انتخاب می کنیم. مطلوب است احتمال 
آنکه نقطه داخل مربع باشد؟ 

3- یک عدد دو رقمی طبیعی را انتخاب نموده و احتمال آن را که عدد مضرب 4 باشد» دریافت 


O 


pa ae‏ ا 


در انداختن یک dla‏ رمل نورمال شرط E‏ 2 ` 
<s i ۳‏ — ` 
آمدن شمارة 1 و یا 5 چیست؟ SP. DA..‏ ره 
SZ ALE NT s‏ ی اا 
ك > s‏ 
چه رابطه‌یی دارند؟ ی é‏ .. 
, ° 


. 
I 
gr A ۰ 
فعاليت اصق‎ 


مطابق شکل» اگر NEE‏ سمت دايرة oala‏ شده بیندازیم: 
۵ چانس برخورد تیر به ial‏ رنگ سرخ و 
سبز با هم چه رابطه‌یی دارند؟ 
۵ درمورد مقدار چانس برخورد تیر به رنگ‌های 
نارنجی و سفید چه گفته می‌توانید؟ 
۵ مقدار چانس برخورد تیر به رنگ سیاه چند است؟ 


۵ فضای نمونة تجربه را بنویسید؟ 


۵ حوادث اتفاقی اولیه را فهرست نموده و بگویید که مقدار احتمال هر کدام چند است؟ 

۰ درمورد مجموع احتمالات حوادث اولیه چه گفته می‌توانید؟ 

از انجام فعالیت فوق نتيجة زیر به دست می آید: 

حوادث سادة اولیه که احتمال وقوع آنها در اثر انجام یک تجربه با هم برابر باشد به نام حوادث 
چانس یاد می گردند. 

112 7 نموه اشا در این صورت € رای‎ e sS 3 ۳ ۱ ھ کا‎ Su 
Sha a= 2 ەو‎ s 0 > ))6,(( S1 اتفاقی اولیه است که‎ Eol هر کدام یک‎ 


© 


همچنین» S< e=‏ احتمالات حوادث aJ ol‏ مساوی با یک ات : 


P({e})+ Pe) ++ Pe D= È P(e)=1 


مثال: 4 نفر در یک مسابقه شرکت می کنند. احتمال برنده شدن هر کدام آنها در صورت فضای 


S gas‏ هم چانس مطلوب است. 


حل: هر گاه فضای نمونه (2,0,6,0) S=‏ باشد» احتمال هر حادنة اتفاقی اولیه ۲ E‏ سای خن 


P(a) = P) = P(E) = P) =E آن‌صورت داریم:‎ 


ازاین‌رو حوادث اتفاقی (0) , (0), (0) و (8) حوادث هم چانس هستند. 


ma 
شکل مقابل را در نظر گرفته و بگویید اگر احتمال‎ -1 

ایستادن عقربه بالای رنگ آبی و سفید 0.30 و 

روی رنگ سرخ 0.26 باشد» احتمال ایستادن OT‏ 


Z. 


?2 جدول کثرت زیر را برای انداختن یک دانه رمل در نظر بگیرید و دریافت کنید احتمال آن‌را 


که la‏ رمل شماره S‏ 


2 3 4 5 6 
9 8 7 3 10 


3- یک دانه رمل طوری پر کاری شده است که احتمال آمدن شماره‌های جفت دوچند شماره‌های 


طاق است. احتمال شمارة 5 رمل را دریافت کنید؟ 


© 


احتمال فضاهای پیوسته 

تیری به داخل یک مثلث متساوی‌الاضلاع که 
طول هر ضلع آن 3 واحد است. پرتاب می کنیم. 
احتمال آن که نقطةٌ اصابت تیر از هر رس متلث 


رو کد از Í|‏ واجد اا د ات 


jal فعالیت‎ 


£ = 

٩‏ آیا گفته می توانید که در یک قطعه خط. قسمتی از یک مستوی و یا حجمی از فضا چند نقطه 
کنار هم قرار دارند؟ 

° احتمال وقوع نقاطی در A ¿=L‏ مساحت 


و که در شکل نشان داده شده D‏ / 
است. با نست مساحت‌های ساحه‌های ۸ 
I. A í ۲‏ 4 


و Š‏ چه رابطه‌یی دارد؟ 


٩‏ آیا می‌توانیم این مسأله را بر محاسبة احتمال قسمتی از حجم یک جسم فضایی تعمیم دهیم؟ 
از انجام فعالیت فوق نتيجة زیر به دست می آید: 

فضای نمونۀ پیوسته یک مجموعه نامحدود b‏ نامعین از نقاط است که به شکل محور اعداد حقیقی» 
سطح در مستوی و یا احجام در فضا می‌باشد. چون نمایش این نقاط ممکن نیست» برای پیدا کردن 
نسبت احتمال از طول قطعه خط هاء سطوح اشکال و یا حجم اجسام استفاده می‌نماييم. 

به طور معمول برای استفاده از محور اعداد یک متحول ×» قسمتی از یک مساحت از دو متحول X‏ 
و ۷ و بالاخره برای احجام از متحولین VX‏ و 2 استفاده به عمل می آوریم: 

مثال 1: روی محور اعداد در انتروال باز )0,3( یک نقطة مانند x‏ رابه صورت اتفاقی انتخاب 


O 


حل: محور اعداد حقیقی را رسم نموده و فواصل کو 4 را روی آن مشخص می‌نماييم. بنابرین با 
در نظر داشت شکل برای احتمال al‏ 4 داریم: 
ALL 2.5-1 13 1‏ 


P(A) = — _‏ 
2 3-0 طول قطعه خط B‏ 


مثال 2: به صورت اتفاقی» یک نقطه را در داخل یک مکعب 
به ضلع 2 واحد انتخاب می‌نماييم. احتمال آن را که این نقطه 
داخل š S‏ محاطی مکعب مذ کور باشد» دریافت کنید؟ 


£ 
2 


حل: اگر یک کره در داخل مکعبی به ضلع 2 محاط شده باشد. آنگاه شعاع کر 
بود. بنابراین حادئهٌ اتفاقی ۸ = حجم کره و فضای eS s‏ حجم مکعب می‌باشد. 


r=‏ خواهد 


Ey 
2 


P(A = = = 

a 2 6 2‏ حجم مکعب 3 

1 روی محور اعداد حقیقی دو 22 ۸ و B‏ را به صورت اتفاقی انتخاب می‌نماييم طوری که 
B >0‏ > 2- و 3> ۸ > 0 باشد» مطلوب است احتمال آن که d iLab‏ بین نقاط ۸و B‏ 
ر کر از 3 واحد باشد. 

2- اگر یک نقطه را به صورت تصادفی روی سطح یک دایره انتخاب نماییم» احتمال oT‏ را که 


ibi‏ مذ کور به مر کز دایره نزدیک‌تر از محیط OT‏ باشد» دریافت کنید. 


O 


احتمال مشروط 

از جملۀ 20 تن محصل ذکور و اناث که از یک ولایت 

در امتحان کانکور موفقانه به پوهنحی طب کامیاب شده ‏ 6 Af.‏ 
اند به تعداد 5 تن آنها کاراته بازهای خوب نیز هستند. . ,ام سس 
اک از حمله 19 n‏ کاسات شده تن ورزشکار مب 5 .| 
کاراته بازهای خوب باشند اگر از بین محصلین مذ کور 
به طور اتفاقی یک تن را انتخاب نماییم» دریافت کنید 
ZS]‏ 


۵ نفر انتخاب شده یک دختر کاراته باز باشد؟ 


e°‏ در سوال بالا انتخاب دختری که به پوهنخی طب کامیاب شده باشد مشروط به چیست؟ 


7 
bK‏ ی اف 
از 0 تن شا گرد» 1600 تن‌شان به مطالعه کردن عادت دارند. هرگاه 70 درصد شاگردان مرد که 
0 درصد مجموع شاگردان را تشکیل می‌دهند. به مطالعه کردن عادت داشته باشنده اگر احتمال 
برای همه شا کردان مساوی etib‏ با در نظرداشت حوادث زیر برای انتخاب یک شاگرد از بین 
ما دا sona‏ ر 6 

R‏ به مطالعه عادت دارد. 

۸ شا کرد مرد است 

:F‏ یک خانم است. 
به حل سوالات زیر فکر نمایید: 
۵ دریافت کنید احتمال آن که از جملهٌ مطالعه کننده گان یک شا گرد انتخاب شده مرد باشد؟ 
۵ دریافت کنید احتمال آن که یک شاگرد انتخاب شده از بین مطالعه کننده گان یک خانم باشد؟ 
۵ دریافت کنید احتمال آن که فرد انتخاب شده یک مرد علاقه‌مند به مطالعه باشد؟ 
از انجام فعالیت فوق نتيجة زیر به دست می آید: 
در حقیقت. دریافت احتمال انتخاب شاگرد مرد به‌شرط آن که به مطالعه کردن عادت داشته باشد» 
عبارت از حاصل تقسیم احتمالات زیر می‌باشد. اگر ٩2‏ فضای نمونه و |O]‏ تعداد عناصر آن باشد 


داریم که 


O 


IMAR 
TT O r. O _P(M IR) _ 
|R| نا‎ P(R) 
0 


P, (M)‏ عبارت از احتمال حادثه‌یی است که فرد انتخاب شده یک مرد به شرط oT‏ که عادت به 


P (M) 


معا a‏ اش اس 


تعر یف: هر گاه ۸ و 8 دو al‏ اتفاقی یک فضای نمونۀ S‏ باشند» طوری که 0 P(B)z‏ در این 


صورت احتمال TO‏ () ۶ به نام احتمال مشروط حادثۂ اتفاقی ۸ نظر به tal‏ اتفاقی 
یاد می گردد. 
با در نظرداشت تعریف فوق» نظر به قاعدة اول مسیر» از دیا گرام‌های درختی نیز می‌توانیم استفاده 
P(A NB)‏ 
P(A NB), P, (A) = ==‏ 
(ANB), P(A) P(B)‏ 


P(A NB) 


P(A NB) 


P(A NB) 


از فورمول احتمال مشروط» نتیجۀ مهم زیر به دست می آید: 
1- با استفاده از فاعده اول P(AN B) = P(B)-P,(A4) TT‏ 
و با استفاده از قاعده pI‏ مسیر» داریم: P(AN B) = P(B): P(A)‏ 


P(A) = P(B): P,(A)+ P(B): P. (A) 


رتفا 


.= از روی دیاگرام درختی زیر داریم: 


P(ANB) 


P(ANB) , P,(B)= P(A) 


P(B NA) 


P(BN A) 


P(B N4) 


۳۸۲۱ B) 
P(A) 


P (B)= 


و نظر به نتیجة )1( به دست می آید: 
x P(B): P,(A) + P(B) : P,( A)‏ 


3-هر گاه این حالت را برای تقسیمات اختیاری 2 , ..., ,3 حوادث اتفاقی فضای نمونه 62 
عمومیت ببخشیم در این صورت با در نظر داشت دیاگرام درختی Ye‏ می‌توان فورمول زیر را به 
کے اورک 

F, (A): P(B,) _ P(AQB) 


8 i=1,2,..., 
Ae E S Y | l 


P 


مثال: یک شاگرد در 507 روزهای رفتن به مکتب از سرویس استفاده می کند که با احتمال /70 
در وقت معین به مکتب می‌رسد. به طور اوسط. او با احتمال 607 در وقت معین در مکتب حاضر 
می‌شود. هر گاه حوادث: 

۸ به وسیل سرویس رفتن 8 در وقت معین رسیدن 
باشد» در این صورت احتمال مشروط A‏ نظر به 8 یعنی P (A)‏ مطلوب است؟ 
حل: برای دریافت احتمال مذ کور با در نظر داشت دیا گرام درختی زير و نظر به فورمول داریم: 


P(A):P.(B) _ 0.5-0.7 
P(B) 6 


= 0.5833 = 58.33% 


P, (A) = 


بنابرین احتمال رسیدن به ål g‏ سرویس 
مشروط بر این که به وقت معینه در مکتب 
باشد 58.3396 می‌باشد. 


` 
oas oo‏ 
با استفاده از دیا گرام زیر برای احتمال مشروط وقت معین رسیدن به مکتب» به شرط این که به 
وسیل سرویس صورت گرفته باشد؛ یعنی P,(B)‏ و احتمال حادثۀ اتفاقی به وقت معینه رسیدن به 


مکتب به شرط آن که به وسیله سرویس نیامده باشد یعنی P- (B)‏ مطلوب است. 


اصل حاصل ضرب 


احتمال حادئه اتفاقی مشروط به B‏ احتمال 


حادثه اتفاقی و B‏ با هم چه رابطه‌یی دارند؟ 


۷ 
TS LBA‏ 
9 احتمال حادئهٌ اتفاقی A‏ مشروط به 8 را بنویسید؟ 
۵ احتمال sl‏ اتفاقی (ANB)‏ را با استفاده از حوادث اتفاقی 4۸ و 8 و AL‏ مشروط به 8 
بنویسید. 
با استفاده از گراف‌های درختی؛ قیمت حاصل ضرب P(B)-P, (A)‏ را به دست آورید. 
۵ _نتایج محاسبۀ دو بند بالای فعالیت را با هم مقایسه کنید؟ 
O‏ آیا می‌توانیم موضوع را بر بیشتر از دو حادثۀ اتفاقی تعمیم دهیم؟ 
از انجام فعالیت فوق نتیجه زیر به دست می آید: 
در یک فضای نمونةٌ 8 برای دو SD‏ اتفاقی ۸ و 9 با در نظرداشت تعریف احتمال مشروط» 
P(A NB) = P(B): P, (A): Jl‏ 


این مسأله را از گراف درختی نیز می‌توان به دست آورد: 


P(B) O P,(A) OKRO 


P(AN B) 


= P(AN B) = P(B): P,( A) 


O 


این مطلب را برای سه حادثۀ اتفاقی ۸ 8 و C‏ به شکل زیر توسعه می‌دهیم: 


P(A P,(B) Pına(C) 


س 


P(AN BNC) 


=> P(AN BNC) = P(A): P,(B): P,. (O) 


beb‏ فوق را به نام اصل حاصل ضرب یاد نموده و می‌توان آن را برای تعداد اختیاری حوادث 
اتفاقی نیز به دست آورد. 
مثال: در انتخابات پارلمانی سه ولایت ,8,8,8 که برای هر کدام آن فیصدی مشت رکین 
انتخابات و حزب جمهوری داده شده است؛ با کدام احتمال مشتر کین انتخابات و یا رای دهندهگان 
حزب جمهوری را انتخاب کرده اند؟ 
حل: حوادث اتفاقی زیر را تعریف و نامگذاری می‌نماییم: 

۷ :رای دهنده گانی که حزب جمهوری را انتخاب کرده اند. 

,8 : رای دهنده گان ولایت ,8 - (1- ام) »... و3 ,2 و11 ارقام در زیر داده شده است. 


رای دهنده‌گان به X‏ 
رای دهنده گان به فبصدی — 


حرب جمهوری 
B. 2.2 35‏ 
B2 46.5. 22‏ 
B3 20.37. 30‏ 


حوادث اتفاقی (i =123)B,‏ در حقیقت یک تقسیم فضای S Ege‏ را تشکیل داده که برای آنها 
صورت می پذیرد. 
b B, Sil‏ با هم دو به دو مستقل اند و عنصر مشت رک ندارند. 


3 
وده س‎ S pj j) C (j 2 sn DD 
i=l 


e NV) čl- 


O 


از این رابطه می‌توان برای احتمال طرفین بنویسیم: 
(B,N 2 =>,P(B.1y)= 2 P(B).P, (V)‏ ام REJE‏ 


=P(B): Fa, (V)+ P(B,): B,,(V)+ P(B5,): P, (V) 
=0.332.0.35+0.465:0.22 + 0.203 3 
= 0.1162 + 0.1023 + 0.0609 
<- 0.2794 = 27.94% 
i=1,2, ... ,۸ باشد‎ P(B,) ۶0 طوری که‎ 8, ,...., B, ,8, تعر یف: حالت عمومی حوادث‎ 


یکت حاد ثۂ اتفاقے فضای موه درم ناشد. که احتمال کاما را تٹ دهد و برای حادثة 
2 فی ja S; Ca‏ 7 کل و ي و ر 


P(A) = 5 P(B) : P, )4( داریم:‎ A اتفاقی اختیاری‎ 


= 
از تعریف احتمال مشروط نظر به قضية اصل حاصل ضرب و با در نظرداشت مسأل احتمال؛ 
فورمول زیر که به نام فورمول بائیز (Bayes)‏ یاد می گردد» به آسانی به دست می آید طوری که 
i=1,..,n‏ یک حادثۀ از فضای نمونة S‏ برای ۶0 P(B)‏ 1,...,۸= 1 حادثة اتفاقی LA‏ 

احتمال 0 # P(A)‏ داریم: 
P(ANB) _ P(B;) P, (A)‏ 


: Bayes فورمول‎ 
P(A n 
o o; 
k=1 


P,(B;)= 
T O فورمول ات کاریرد فراوان دارده به طور‎ 
هستند و داریم:‎ Š حوادثی از فضای نمونۀ‎ B, و‎ B, گرفته شود در حقیقت‎ 


2, )۶( - P(B): Pp, (A) 
P(B): P,(A) + P(B) : P. (A) 
می‌باشد.‎ n=2 فورمول بالا فورمول بائیز برای‎ 

مثال: در یک فابریکه سه ماشین A‏ 8 و ) به ترتیب با سهم ۸۰30 30و 40 گروپ‌های 
برق تولید می کنند. خرابی تولید گروپ‌ها در ماشین‌ها به ترتیب/4 2 و /5 می‌باشد هرگاه 
گروپ‌های تولید شده به صورت مختلط فروخته شوند مطلوب است: 


(a‏ احتمال آن که یک گروپ خریداری شده خراب باشد. 
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(b‏ به کدام احتمال یک گروپ خراب فروخته شده مربوط ماشین ٤‏ است؟ 

(c‏ یک گروپ دست ناخورده به کدام احتمال از ماشین 8 خواهد بود؟ 
حل: 
جز): 


0.038 = 3.8% = P(D) 


:(b جز‎ 
f G F i P(O) p.(D) 
P(D) P(D) P(A): P,(D) + P(B): PD) + P(C) PD) 
E 0.4 -0.05 O E 
0.3.0.04 + 0.3.0.02 + 0.4۰0.05 0.038 
(e 
p رو‎ DPOB) _ PB)’ P,(D) _ _ P(B): P,(D) ` 
z P(D) P(D) AC OR EEO ERCE D 
0.3 -0.98 
0.3۰0.96 +0.3-0.98+0.4-0.95 
0.294 0.294 ۰ 
7 02550294025 a s و‎ 


در ین 1000 دانه رمل فقط بر هر شش رخ یکی از OT‏ خال شش شماره زده شده است. از بین 
آن‌ها یک‌دانه به صورت اتفاقی انتخاب و سه بار انداخته شده و هر سه بار 6 آمده است. احتمال 


آن را که این دانه به صورت درست شماره خورده باشد» دریافت کنید؟ 
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استقلالیت حوادث اتفاقفی 

از احتمال مشروط می‌دانيم که در دو حادثۀ اتفاقی 

P(A) B) = P(4)- P(B) ظهور حادثة 8 بر حادثۂ ۸ تأثیر می‌گذارد.‎ B و‎ A 
ol بدین سبب لازم است تا هنگام محاسبة احتمال‎ 

A‏ حادثۂ 8 را در نظر بگیریم. 

در حالتی که وقوع al‏ اتفاقی ۸ بر حادثة اتفاقی 8 تأثیر نداشته باشد و بر عکس OT‏ 

حاصل ضرب احتمال ۸ و 8 با احتمال ANB žb‏ جه رابطه‌یی دارد؟ 


قعریف: دو حادثۀ اتفاقی ۸ و 8 که بر همدیگر تأثیر گذار نباشند به نام حوادث اتفاقی مستقل 
یاد می گردند. P(AN B) = P(A): P(B)‏ 
فضای نمونهٌ 8 و دو حادثۀ مستقل از همدیگر ۸ و 8 را که شامل فضای نمونۀ S‏ می‌باشد» در نظر بگیرید. 
۰ با توجه به فورمول احتمال مشروط در صورتی که ۸ و B‏ دو حادثۀ مستقل از هم باشند» 
احتمالات P,( A)‏ و P(A)‏ چه فرقی با هم دارند؟ 
۵ احتمال su‏ اتفاقی P(AN B)‏ مساوی به چیست؟ 
* از فورمول احتمال حوادث P(AUB)= P(A)+ P(B)-P(ANB)‏ در صورتی که ۸ و 
از انجام فعالیت فوق نتیجة زیر به دست می آید: 
1: دو Bal‏ اتفاقی ۸و 8 از هم مستقل گفته می‌شوند. در صورتی که: 
(حاصل ضرب) P(ADB)= P(A): P(B)‏ 
2 اگر ۸ و B‏ دارای blä‏ مشترک نباشند: 
0= (۸۲۱) ج< 0 - ۸۲۱ 
(اصل حاصل جمع) P(AU B) = P(A)+ P(B)‏ >= 
مثال 1: É a‏ رنگ چشم و ذکاوت شاگردان یک مکتب را که یکی بالای دیگری بی تأثیر 
فرض گردیده باشد با درنظرداشت حوادث زیر برای انتخاب ک شاگرد به صورت اتفاقی: 
فرد انتخاب شده یک شاگرد ذ کی باشد. 
8 شا گرد انتخاب شده دارای چشمان سیاه باشد. 


O 


دریافت کنید احتمال آنکه شا گر د انتخاب شده a‏ صورت اتفاقی ذکی و چشمان سیاه داشته باشد. 
حل: احتمال این که شا گرد انتخاب شده ذ کی و چشمان سیاه داشته باشد: 


P(B[)1H) 2 
E G e و‎ P, (H) = P(H) چون:‎ 


حالت عمومی: n‏ 55 اتفاقی A‏ , ر4 ,.....,4 (n22),‏ به گون؛ احتمالی از هم مستقل 
نامیده می‌شوند ھر گاه برای هر تر کیب دو یا چندین ا آنها قاعدهٌ حاصل ضرب صدق کند؛ 
در غیر آن حوادث به š É‏ احتمالی با هم وابسته نامیده می‌شوند. 

1: دقت باید کرد با استفاده از قاعدۀ حاصل ضرب در جدول متقاطع زیر نیز می‌توان نتایج 
احتمالات حوادث اتفاقی 4)08 B A, ANB,‏ و BNA‏ را برای حوادث ۸ و 8 که دارای 
احتمالات 2 و 0 باشند به ساده گی به دست آوریم. از استقلالیت و B‏ می‌دانيم که حوادث A‏ 
و «B‏ ۸ و 8 و بالاخره ۸و نیز از هم مستقل اند. 

بابرین داریم: 


P(BNH)=P(H)- P(B) بنابر اين‎ P,(H)= 


B B 
۸۱ P(ANB)=a-b P(ANB)=a(l-b) a 


A| P(ANB)=b(1-a) | P(ANB) = (1-a)(1-b) | 1-a 
b 1-b 1 
برای سه حادثۀ اتفاقی ۰۸ 8 و ) که به گونة احتمالی از هم مستقل می‌باشند» داریم:‎ 2 
P(AN B) = P(A) P(B) 
P(AN C) = P(A): P(C) 
P(B NC) = P(B); P(C) 
P(ANBNC)=P(4) P(B) P(O) ۰۰ ۳ 
مثال 2: در داخل یک خریطه دو گلولۀ سفید و دو گلولۀ سیاه قرار دارند» دو گلوله یکی پی دیگر‎ 
از آن می‌برداريم طوری که:‎ 
پس از گرفتن اولین گلوله» آن را دوباره در داخل خریطه می‌گذاريم.‎ -a 
اول را پس از برداشتن» دوباره در خریطه نمی گذاریم.‎ J A£ -b 


حوادث: 
۸ اولین بار گلوله سفید براید. B‏ دومین بار گلوله سفید باشد. ): از هم مستقل یا وابسته اند. 


ل ا EL‏ 


(B)‏ بنابرین 


1 1 
2 
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P(AN B) = P(A): P(B) 


از اینجا گفته می‌توانیم که ۸ و LB‏ هم مستقل اند. 1 


ی 
P(AN B) z P(A): P(B)‏ >= 
1 ۲ 
ع — 
wi‏ 
— $£ — 
4 6 


C‏ بنابرین حوادث ۸ و LB‏ هم وابسته اند. 
مثال 3: خانه‌های جدول متقاطع زیر را تکمیل کنید: 
B B‏ 
A OC Pana OO‏ 
P(ANB) =? | P(ANB) ۵9‏ ۸۱ 
0.6 © 
حل: چون P(B)=0.6‏ است» بنابرین داریم: 
P(B) -1- P(B)=1-0.6= 0.4‏ 
P(ANB) _ 0.12 _‏ 
P(B) 0.4‏ 
P(A) =1- P(A) =1- 0.3-7‏ = 
و برای تقاطع حوادث داریم: 
P(A B) = P(A) P(B) = 0.3۰0.6 = 0.18‏ 
P(A B) = P(4)- P(B) = 0.7-0.4 = 0.28‏ 
P(AN B) = P(A) P(B) = 0.7 -0.6 = 0.42‏ 
بدین ترتیب» با وضع قیمت‌ها در جدول» حل مسأله تکمیل می گردد. 


9 


P(A) - 03 


® 


ر 2 ,53 و 30 است. احتمال ب رگزیدن یک رقم از این ست 0.25 می‌باشد» 


به‌صورت اتفاقی یک رقم را از این ست انتخاب می‌کنیم؛ اگر A,‏ حادثة اتفاقی رقم بررگزیده شده قابل 
A, 3۳‏ و A,‏ و 4 دو به دو مستقل اند با خیر؟ 


فضای 
فضای نمونه‌یی که عناصر آن قابل شمارش و تشخیص باشند به نام فضای نمونۀ گسسته یاد 
می گردد» مانند فضای E pas‏ پرتاب یک سکه و یا یک دانه رمل. 
فضای نمونه‌یی که عناصر آن قابل شمارش نباشند. به نام فضای نمونة پیوسته یا متمادی یاد 
می‌گردد. و يا فضای نمونه‌یی که به صورت یک انتروال روی محور اعداد حقیقی و یا اشکال و 
احجام هندسی در مستوی و فضا می‌توانند ظهور نمابند. 
حوادث هم چانس 
حوادث il‏ یک فضای نمونه که در انجام یک تجربه با احتمال برابر به وقوع می‌پیوندنده به نام حوادث 
هم چانس باد می گردند. مجموع احتمالات حوادث اتقافی هم چانس یک تجربهٌ مساوی با یک می‌باشد. 
احتمال فضاهای پیوسته 
ست طول قطعه خط هاء سطوح و احجام» حالت مساعد و یا مطلوب برای Bol‏ اتفاقی مورد نظر بر 
مقدار خطوطء سطح و احجام با فضای sa‏ < یک تجربه» عبارت از احتمال فضای پیوسته برای 
حادثۀ اتفاقی مورد نظر می‌باشد. 
احتمال مشروط 
هرگاه ۸ و 8 دو حادهٌ اتفاقی یک فضای S Ega‏ باشند» طوری که 0 P(B)z‏ بوده باشد» در 
He‏ 
P(B)‏ 

B‏ به وقوع پیوسته باشد. 
حوادث از هم مستقل 
دو Bal‏ اتفاقی ۸و 8 از هم مستقل نامیده می‌شوند: 

P(AN B) = P(A): P(B) (اصل حاصل ضرب)‎ 


@ 


ارت = 2 p‏ احتمال مشروط حادئه اتفاقی ۸ است مشروط به آن که حادثة 


تمرینات عمومی فصل هشتم 


-1 


-7 


(a 
(b 


کدام یک از فضاهای نمونهٌ زیر پیوسته و کدام یک آنها گسسته است؟ 

الف: تجربة انداختن یک دانه رمل ب: > ,2 انداختن یک سکه 

ج: اصابت تیر به یک دایره د: تجربة ازدیاد طول یک ¿La‏ فلزی نظر به حرارت 

از طول یک چارتراش به طول aL‏ صورت اتفاقی یک برش عرضی انجام می‌دهیم تا دو قسمت 
گردد» جقدر احتمال دارد که قسمت بریده شدۂ طرف چپ s S> S‏ از 3 برابر قسمت راست باشد. 
کار گر یک شر کت خصوصی هر روز بین ساعات 8 تا 8:50 در ایستگاه نزردیک منزلش که 
سرویس‌های مامورین آن شر کت به اوقات 8:15 . 8:30 و 8:45 به ایستگاه می‌رسند منتظر است. 
چقدر احتمال دارد که شخص مذ کور کم تر از 5 دقیقه منتظر سرویس باشد؟ 

به صورت تصادفی از انتروال بستة [0,3] دو عدد را انتخاب می‌نماييم. دریافت کنید احتمال oT‏ که 
مجموع اعداد کمتر از 5 و بز رگ تر از 2 باشد. 

یک نقطه به صورت تصادفی در داخل مخروطی که شعاع قاعدۂ آن 3 = R‏ باشد انتخاب 
می کنیم. دریافت کنید احتمال آن که نقطة داخل š S‏ محاط در این مخروط قرار گیرد؟ 

خراب بودن یک قلم خود کار می تواند دو دلیل داشته باشد: 

- خرابی میخانیکیت 

- خرابی نیچۀ خود کار 

هر گاه احتمال آن که یک قلم خود کار خراب باشد 0.088 و احتمال علت خرابی دلیل شمارة 1 
مساوی به 0.05 باشد و برای دومین نقص قیمت احتمال مساوی به 0.002 باشد. مطالعه کنید آیا دو 
دلیل بالا با هم حوادث مستقل و یا غیر مستقل می‌باشند؟ 

خیبر می‌خواهد قفل خانه را با کلیدی که با چهار کلید همسان در جیبش قرار دارند. باز کند با کدام 
احتمال بعد از امتحان سوم کلیدی که از جیبش می گیرد کلید قفل خواهد بود در صورتی که: 
کلیدهای امتحان شده را تحت شرطی که کلید اصلی نباشد دوباره به همان جیب خود می گذارد. 
کل ها ی اکن ona‏ را تحت شرطی که کلید اصلی نباشد در ہے دیکر حود می گلارد. 
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